Perieqìmena

1 PROKATARKTIKA STOIQEIA APO TH JEWRIA KA- THGORIWN 1 2 H JEWRIA TWN OMADWN 7 3 KAJOLIKH ALGEBRA 11 4 KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGE- BRAS 19 5 IDIOTHTES ALGEBRIKWN KATHGORIWN 29 6 ALGEBRIKOI SUNARTHTES 37 7 ELEUJERA GENNWMENA MONTELA 49 8 QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN 67

i

EISAGWGH

Sthn ergasÐa aută meletĹme tic kathgorÐec sunăjwn algebrikÿn domÿn ìpwc eÐnai oi omĹdec, oi daktÔlioi, ta modules epÐ enìc daktulÐou k.a., mèsw miac enopoihtikăc prosèggishc pou basÐzetai sthn JewrÐa twn Kathgoriÿn. Enopoihtikèc proseggÐseic sthn Algebra eÐqan proôpĹrxei thc JewrÐac twn Kathgoriÿn. Mia shmantikă tètoia prosèggish apotèlese h Kajolikă Algebra, ìpwc anaptÔqjhke th dekaetÐa tou 1930 apì ton G. Birkoff. H Kajolikă Algebra apotèlese thn ulopoÐhsh akìma palaiÿterwn aithmĹtwn gia tètoiec enopoihtikèc proseggÐseic, ìpwc katagrĹfontai sto èrgo tou H. Grassmann (∼1870) ìpou anafèretai pwc h anaptussìmenh tìte jewrÐa twn omĹdwn, h dikă tou {Ĺlgera twn ektasiakÿn posotătwn} kai h neoemfanizìmenh tìte {Ĺlgebra thc logikăc} tou G. Boole ja èprepe na tejoÔn upì thn Ðdia stègh. H paroÔsa prosèggish ofeÐletai ston F. W. Lawvere, o opoÐoc sth didaktorikă tou diatribă anèptuxe tic basikèc idèec thc jewrÐac pou parousiĹzoume edÿ wc èna prÿto băma miac genikÿterhc kathgorikăc prosèggishc sth Majhmatikă Logikă. To aploÔstero kommĹti thc Logikăc eÐnai autì pou pragmateÔetai kajolikĹ posodeiknoÔmenec isìthtec metaxÔ ìrwn. Me autìn akribÿc ton trìpo ekfrĹzontai oi klasikèc algebrikèc domèc (de shmaÐnei ìti ìlh akribÿc h klasikă Ĺlgebra empÐptei s’ autăn thn prosèggish: h domă tou sÿmatoc ekfrĹzetai apì axiÿmata megalÔterhc logikăc poluplokìthtac sth glÿssa thc jewrÐac twn daktulÐwn).

Sta KefĹlaia 2 kai 3 xekinĹme th melèth mac apì thn klassikă skopiĹ kai ergazìmaste me tic algebrikèc jewrÐec kai ta montèla touc kĹnontac stadiakĹ th metĹbash sthn kathgorikă jeÿrhsh twn prohgoumènwn (KefĹlaio 4). Sta KefĹlaia 5 kai 7 apodeiknÔoume koinèc idiìthtec twn algebrikÿn kathgoriÿn ìpwc gia parĹdeigma oti kĹje algebrikă kathgorÐa eÐnai plărhc kai sun-plărhc, ìti oi tuqoÔsec algebrikèc domèc eÐnai phlÐka eleÔjerwn algebrikÿn domÿn, ìti oi tuqoÔsec algebrikèc domèc eÐnai kateujunìmenec enÿseic peperasmènwc genìmenwn algebrikÿn domÿn klp. Pollèc apì autèc tic genikèc idiìthtec eÐnai dunatìn na diapistwjoÔn sta plaÐsia thc klasikÿterhc Kajolikăc Algebrac. KĹpoiec Ĺllec ìmwc, pou lambĹnoun thn ènnoia tou omomorfismoÔ domÿn sobarìtera up’ ìyin, qreiĹzontai thn kathgorikă pro- iii sèggish: gia parĹdeigma, to gegonìc ìti phlÐka wc proc isotimÐec èqoun thn kajolikă idiìthta tou sunexiswtă.

Akìma pio aparaÐthth kajÐstatai h kathgorikă prosèggish ìtan lambĹnontai up’ ìyh kataskeuèc sunarthtikoÔ qaraktăra. MÐa seirĹ apì gnwstèc kataskeuèc thc Ĺlgebrac apoteloÔn paradeÐgmata algebrikÿn sunarthtÿn ă twn prosarthmènwn touc, pou gia genikoÔc lìgouc gnwrÐzoume ìti pĹnta upĹrqoun. H gnÿsh tou gegonìtoc ìti apoteloÔn stigmiìtupa tètoiwn genikÿn kataskeuÿn mac dÐnei qwrÐc kìpo mia seirĹ apì idiìthtec (p.q ìti sunarthtèc pou eÐnai stigmiìtupa algebrikÿn diathroÔn filtrarismèna sunìria, ìti sunarthtèc pou xèroume ìti eÐnai aristerĹ prosarthmènoi algebrikÿn diathroÔn ìla ta sunìria). Autèc ja ătan exairetikĹ dÔskolo se kĹpoiec periptÿseic na deiqjoÔn apì tic kat’ eujeÐan perigrafèc autÿn twn kataskeuÿn.

Me ton qarakthrismì twn algebrikÿn kathgoriÿn sto KefĹlaio 8 èqoume sta qèria mac èna polÔtimo kritărio (Jeÿrhma 8.1) gia to pìte mia kathgorÐa eÐnai algebrikă. Sthn perÐptwsh pou mia tuqaÐa kathgorÐa plhreÐ tic sunjăkec tou Jewrămatoc 8.1, eÐnai algebrikă kai gnwrÐzoume a priori èna plăjoc apì idiìthtec autăc pou kajistoÔn th melèth thc eukolìterh. KurÐwc ìmwc to Jeÿrhma autì mac parèqei èna qrăsimo jewrhtikì ergaleÐo gia to katĹ pìso kathgorÐec pou prokÔptoun afhrhmèna (p.q anaklastikèc upokathgorÐec algebrikÿn kathgoriÿn) eÐnai ă (sunăjwc) den eÐnai paradeÐgmata algebrikÿn kathgoriÿn.

Ja ăjela na euqaristăsw jermĹ to Lèktora tou Tmămatoc Majhmatikÿn k. Panagă Karazèrh upì thn epÐbleyh tou opoÐou pragmatopoiăjhke h paroÔsa ergasÐa. Tèloc ja ăjela na euqaristăsw to ’Idruma Kratikÿn Upotrofiÿn (IKU) gia thn upotrofÐa pou mou pareÐqe sth diĹrkeia twn metaptuqiakÿn mou spoudÿn.

KefĹlaio 1

PROKATARKTIKA STOIQEIA APO TH JEWRIA KATHGORIWN

1.1 Orismìc. Se mia kathgorÐa A, zeÔgoc purăna enìc morfismoÔ f : A → B kaleÐtai (ean upĹrqei) h efèlkush (P, α, β) tou f me ton eautì tou.

1.2 Prìtash. JewroÔme èna morfismì f : A → B se mia kathgorÐa C. Oi parakĹtw sunjăkec eÐnai isodÔnamec:

• O f eÐnai monomorfismìc.

• To zeÔgoc purăna tou f upĹrqei kai eÐnai to (A, 1_A, 1_A).

• To zeÔgoc purăna (P, α, β) tou f upĹrqei kai eÐnai tètoio ÿste α = β.

1.3 Prìtash. Se mia kathgorÐa C, ean ènac sunexiswtăc èqei zeÔgoc purăna, tìte eÐnai o sunexiswtăc tou zeÔgoc purăna tou.

1.4 Prìtash. Se mia kathgorÐa C, ean èna zeÔgoc purăna èqei sunexiswtă, tìte eÐnai to zeÔgoc purăna tou sunexiswtă touc.

1.5 Prìtash. ’Estw F : A → B ènac sunarthtăc pou diathreÐ ìria. Ean h A eÐnai sun-plărhc kai o F anaklĹ isomorfismoÔc, tìte o F epÐshc anaklĹ sunìria.

1.6 Orismìc. ’Enac sunarthtăc F : A → B onomĹzetai isodunamÐa twn kathgoriÿn A kai B (kai oi kathgorÐec kai kaloÔntai isodÔnamec) ìtan upĹrqei ènac sunarthtăc G : B → A kai fusikoÐ metasqhmatismoÐ

2 KEF§ALAIO 1. PROKATARKTIKA STOIQEIA APO TH JEWRIA KATHGORIWN τ : F G ∼= id_C , id_C : C → C kai σ : GF ∼= id_A, id_A : A → A O G : B → A tìte eÐnai epÐshc isodunamÐa metaxÔ twn kathgoriÿn A kai B. 1.7 Orismìc. Mia kathgorÐa C eÐnai filtrarismènh ìtan

• ∃ C ∈ C (H C den eÐnai kenă)

• (∀ C_1, C_2 ∈ C)(∃ C_3 ∈ C)(∃ f : C_1 → C_3)(∃ g : C_2 → C_3)

• (∀C_1, C_2 ∈ C)(∀f, g : C_1 ⇒ C_2)(∃C_3 ∈ C)(∃h : C_2 → C_3 ÿste h∘f = h∘g)

Filtrarismèno sunìrio kaleÐtai to sunìrio enìc sunarthtă pou orÐzetai se mia filtrarismènh kathgorÐa. Lème oti mia kathgorÐa A {èqei filtrarismèna sunìria} ìtan gia kĹje mikră filtrarismènh kathgorÐa C kai kĹje sunarthtă F : C → A, upĹrqei to sunìrio tou F .

1.8 Prìtash. ’Estw C mia mikră filtrarismènh kathgorÐa kai ènac sunarthtăc F : C → Set. To sunìrio (L, (s_C )_{C∈ C} ) tou F dÐnetai apì ta L = ⨆ C∈ C

F C/ ≈ s_C : F C → L s_C (x) = [x]

ìpou [x] eÐnai h klĹsh isodunamÐac tou x kai ≈ h sqèsh isodunamÐac pou orÐzetai wc exăc:

(x ∈ F C) ≈ (x^′ ∈ F C^′) ìtan

(∃ C^{′′} ∈ C) (∃ f : C → C^{′′})(∃ g : C^′ → C^{′′}) (F f(x) = F g(x^′)) 1.9 Jeÿrhma. JewroÔme mia mikră kathgorÐa C kai èna sunarthtă F apì th C sthn kathgorÐa Set twn sunìlwn. Entìc thc kathgorÐac Fun(C, Set), o F mporeÐ na parastajeÐ wc sunìrio enìc diagrĹmmatoc apì anaparastĹsimouc sunarthtèc kai anaparastĹsimouc fusikoÔc metasqhmatismoÔc. 1.10 Orismìc. ’Estw F : A → B ènac sunarthtăc kai B èna antikeÐmeno thc B. AnĹklash tou B katĹ măkoc tou F eÐnai èna zeÔgoc (R_B , η_B ) ìpou:

• R_B eÐnai èna antikeÐmeno thc A kai η_B : B → F (R_B ) eÐnai ènac morfismìc thc B.

• Ean A èna Ĺllo antikeÐmeno thc A kai β : B → F (A) ènac morfismìc thc B, tìte upĹrqei ènac monadikìc morfismìc α : R_B → A thc A ÿste F (α) ∘ η_B = β

1.11 Prìtash. ’Estw F : A → B ènac sunarthtăc kai B èna antikeÐmeno thc B. ’Otan h anĹklash tou B katĹ măkoc tou F upĹrqei, eÐnai monadikă mèqric isomorfismoÔ.

1.12 Prìtash. JewroÔme èna sunarthtă F : A → B kai upojètoume oti gia kĹje antikeÐmeno B ∈ B, upĹrqei h anĹklash (R_B , η_B) tou B katĹ măkoc tou F . Tìte upĹrqei ènac monadikìc sunarthtăc R : B → A pou ikanopoieÐ tic sunjăkec:

• (∀ B ∈ B) (R(B) = R_B)

• O (η_B : B → F RB)_{B∈ B} eÐnai fusikìc metasqhmatismìc

1.13 Prìtash. O sunarthtăc R : B → A eÐnai aristerĹ prosarthmènoc tou sunarthtă F : A → B ìtan upĹrqei ènac fusikìc metasqhmatismìc η : 1_B ⇒ F ∘ R ÿste gia kĹje antikeÐmeno B ∈ B, (R_B , η_B) na eÐnai h anĹklash tou B katĹ măkoc tou F .

1.14 Prìtash. Ean ènac sunarthtăc F : A → B èqei aristerĹ prosarthmèno (antist. dexiĹ prosarthmèno), tìte o F diathreÐ ìla ta ìria(antist. sunìria) pou upĹrqoun sthn A.

1.15 Orismìc. (Sunjăkh tou sunìlou epÐlushc) ’Enac sunarthtăc F : A → B lème oti ikanopoieÐ th sunjăkh tou sunìlou epÐlushc wc proc èna antikeÐmeno B ∈ B, ìtan upĹrqei èna sÔnolo S_B ⊆ A_0 apì antikeÐmena ÿste:

(∀ A ∈ A) (∀ b : B → F A) (∃ A^′ ∈ S_B ) (∃ a : A^′ → A) (∃ b^′ : B → F A^′)

(F (a) ∘ b^′ = b)

Ean to B ∈ B dèqetai anĹklash (R_B , η_B) katĹ măkoc tou F tìte mporoÔme na epilèxoume wc sÔnolo epÐlushc to S_B = {R_B} kai b^′ = η_B, ìpou o a epiplèon ja eÐnai monadikìc. Blèpoume loipìn oti h Ôparxh anĹklashc eÐnai isqurìterh ènnoia apì aută tou sunìlou epÐlushc.

1.16 Jeÿrhma. (Jeÿrhma prosarthmènou sunarthtă) JewroÔme mia plărh kathgorÐa A kai èna sunarthtă F : A → B. Oi parakĹtw sunjăkec eÐnai isodÔnamec:

(1) O F èqei aristerĹ prosarthmèno sunarthtă.

(2) IsqÔoun ta exăc:

4 KEF§ALAIO 1. PROKATARKTIKA STOIQEIA APO TH JEWRIA KATHGORIWN

• O F diathreÐ mikrĹ ìria.

• O F ikanopoieÐ th sunjăkh tou sunìlou epÐlushc gia kĹje antikeÐmeno B ∈ B.

1.17 Orismìc. ’Estw B mia kathgorÐa kai A mia upokathgorÐa thc .H A lègetai anaklastikă upokathgorÐa thc B ean o sunarthtăc egkleismoÔ K : A → B èqei aristerĹ prosarthmèno.

1.18 Prìtash. JewroÔme mia (peperasmèna) plărh kathgorÐa B kai mia anaklastikă upokathgorÐa A thc B. Upì autèc tic sunjăkec, h A ja eÐnai epÐshc (peperasmèna) plărhc.

1.19 Jeÿrhma. JewroÔme duo sunarthtèc F : A → B kai G : A → C, ìpou h A eÐnai mikră kai h C eÐnai sun-plărhc. Upì autèc tic sunjăkec, upĹrqei h aristeră Kan epèktash tou G katĹ măkoc tou F .

1.20 Orismìc. Se mia kathgorÐa, ènac epimorfismìc kaleÐtai omalìc epimorfismìc ìtan eÐnai sunexiswtăc enìc zeÔgouc morfismÿn.

1.21 Orismìc. Se mia kathgorÐa A, ènac epimorfismìc f : A → B kaleÐtai isqurìc epimorfismìc ìtan, gia kĹje antimetajetikì tetrĹgwno z∘u = v∘f ìpwc autì tou diagrĹmmatoc 1.1, ìpou o z : X → Y eÐnai monomorfismìc, upĹrqei monadikìc morfismìc ω : B → X ÿste ω ∘ f = u, z ∘ ω = v. A u � f � B ω � � � � v � X_z � Y DiĹgramma 1.1

1.22 Prìtash. Se mia kathgorÐa, ènac morfismìc pou eÐnai tautìqrona isqurìc epimorfismìc kai monomorfismìc, eÐnai isomorfismìc.

1.23 Orismìc. Mia kathgorÐa C lème oti èqei isqurèc epi-mono-parago-ntopoiăseic ean kĹje morfismìc f thc C dèqetai mia paragontopoÐhsh f = i ∘ p, ìpou p eÐnai ènac isqurìc epimorfismìc kai i ènac monomorfismìc.

1.24 Prìtash. ’Estw C mia kathgorÐa me isqurèc epi-mono-paragontopoiă-seic. Tìte:

• H isqură epi-mono paragontopoÐhsh enìc morfismoÔ eÐnai monadikă mèqric isomorfismoÔ.

• Oi isqurèc epi-mono paragontopoiăseic eÐnai {fusikèc}. Autì shmaÐnei oti dojèntoc enìc antimetajetikoÔ exwterikoÔ orjogwnÐou ìpwc autì to diagrĹmmatoc 1.2, ìpou oi (i, p) kai (j, q) eÐnai epi-mono paragontopoiăseic, upĹrqei monadikìc morfismìc h pou kĹnei ìlo to diĹgramma antimetajetikì.

A f � p � I h � i � B g � C_q � J_j � D DiĹgramma 1.2 • Ean h = i ∘ p eÐnai mia isqură epi-mono paragontopoÐhsh tou h kai h = k ∘ r, ìpou k eÐnai monomorfismìc, tìte upĹrqei monadikìc morfismìc t ÿste r = t ∘ p, i = k ∘ t(DiĹgramma 1.3) A r � p � I t � � � �_i � J_k � D DiĹgramma 1.3 1.25 Orismìc. ’Estw C mia kathgorÐa me sun-ginìmena kai (G_i)_{i∈ I} mia oikogèneia antikeimènwn thc C. H oikogèneia (G_i)_{i∈ I} kaleÐtai isqură oikogèneia gennhtì- rwn thc C, ìtan gia kĹje antikeÐmeno C ∈ C o morfismìc γ_C : ∐ f∈ hom(G_i,C)

(PedÐo orismoÔ thc f) → C

eÐnai isqurìc epimorfismìc. ’Otan h oikogèneia apoteleÐtai apì èna mìno antikeÐmeno G, tìte lème oti to G eÐnai isqurìc gennătorac thc C. 1.26 Pìrisma. ’Estw C mia peperasmèna plărhc kathgorÐa me sun-ginìme-na kai èna antikeÐmeno G ∈ C. Oi parakĹtw sunjăkec eÐnai isodÔnamec:

• To G eÐnai isqurìc gennătorac thc C.

• O sunarthtăc hom_C (G, −) : C → Set anaklĹ isomorfismoÔc.

6 KEF§ALAIO 1. PROKATARKTIKA STOIQEIA APO TH JEWRIA KATHGORIWN

1.27 Orismìc. ’Estw C mia kathgorÐa (me peperasmèna ìria). Mia oikogèneia antikeimènwn (G_i)_{i∈ I} thc C eÐnai isqură oikogèneia gennhtìrwn thc C ìtan h oikogèneia twn sunarthtÿn hom_C (G_i, −) : C → Set anaklĹ isomorfismoÔc.

1.28 Orismìc. Sqèsh epi enìc antikeimènou A miac kathgorÐac C kaleÐtai èna antikeÐmeno R thc C me èna zeÔgoc monomorfismÿn r_1, r_2 : R ⇒ A. Gia kĹje antikeÐmeno X thc C orÐzoume to sÔnolo

R_X := {(r_1 ∘ x, r_2 ∘ x)/x ∈ hom_C (X, R)}

pou antistoiqeÐ sth sqèsh (me th sunăjh ènnoia) pou gennĹtai apì to R epi tou sunìlou hom_C (X, A) dhladă

R_X ⊆ hom_C (X, A) × hom_C (X, A)

DojeÐshc miac sqèshc (R, r_1, r_2) epÐ enìc antikeimènou A miac kathgorÐac C, eÐnai logikì na jewrăsoume tic gnwstèc idiìthtec twn sqèsewn gia tic diĹforec sqèseic R_X epi tou sunìlou hom_C (X, A).

1.29 Orismìc. Sqèsh isodunamÐac epÐ enìc antikeimènou A miac kathgorÐac C, kaleÐtai mia sqèsh (R, r_1, r_2) epi tou A tètoia ÿste, gia kĹje anti- keÐmeno X ∈ C, h antÐstoiqh sqèsh R_X epi tou sunìlou hom_C (X, A) na eÐnai sqèsh isodunamÐac. Genikìtera h sqèsh R eÐnai anaklastikă (antist. metabatikă, summetrikă, antisummetrikă,...) ìtan kĹje sqèsh R_X eÐnai anaklastikă (antist. metabatikă, summetrikă, antisummetrikă,...).

1.30 Prìtash. Se mia kathgorÐa C oi parakĹtw protĹseic eÐnai isodÔnamec:

• To R ⇒ A eÐnai sqèsh isodunamÐac sthn C.

• To hom_C (−, R) ⇒ hom_C (−, A) eÐnai sqèsh isodunamÐac sthn [C^{op}, Set].

• Gia kĹje antikeÐmeno Z ∈ C to hom_C (Z, R) ⇒ hom_C (Z, A) eÐnai sqèsh isodunamÐac sthn kathgorÐa twn sunìlwn Set.

1.31 Orismìc. Mia kathgorÐa A onomĹzetai topikÿc peperasmèna parastĹsimh ìtan isqÔoun ta parakĹtw:

• H A eÐnai sun-plărhc.

• UpĹrqei èna sÔnolo G apì peperasmèna parastĹsima antikeÐmena thc A, me thn idiìthta kĹje antikeÐmeno thc A na grĹfetai wc filtrarismèno sunìrio antikeimènwn tou G.

KefĹlaio 2

H JEWRIA TWN OMADWN

Sto kefĹlaio autì ja anafèroume arqikĹ ton orismì thc omĹdac sth sunăjh morfă pou gnwrÐzoume qrhsimopoiÿntac ènnoiec thc Majhmatikăc Logikăc kai ja parastăsoume ta axiÿmata pou plhroÔntai se mia omĹda mèsw antimetajetikÿn diagrammĹtwn. Apì thn parousÐash aută ja faneÐ h anĹgkh qrăshc miac genikìterhc jewrÐac, autăc twn omĹdwn(kai ìqi miac omĹdac), ÿste na mporèsoume na meletăsoume tic jewrÐec tètoiwn algebrikÿn domÿn, ìpwc oi omĹdec, oi daktÔlioi k.a. kai na tic qarakthrÐsoume kĹnontac, ìpwc ja doÔme kai stic parakĹtw enìthtec, mia enopoihtikă prosèggish.

OrÐzoume wc omĹda èna sÔnolo G efodiasmèno me mia dimelă prĹxh + : G × G → G pou ikanopoieÐ ta axiÿmata:

• (∀ x, y, z ∈ G)[(x + y) + z = x + (y + z)]

• (∃ 0 ∈ G)(∀ x ∈ G)[x + 0 = 0 + x = x]

• (∀ x ∈ G)(∃ y ∈ G)[x + y = y + x = 0]

Sthn pragmatikìthta h Ôparxh tou oudetèrou stoiqeÐou kai tou summetrikoÔ stoiqeÐou mporeÐ na parousiasteÐ kai stic duo periptÿseic wc axÐwma. EpĹgetai ètsi ènac isodÔnamoc orismìc sÔmfwna me ton opoÐon omĹda eÐnai èna sÔnolo G efodiasmèno me

• mia dimelă prĹxh + : G × G → G,

• mia monomelă prĹxh − : G → G,

• mia stajerĹ 0 ∈ G, ÿste na ikanopoioÔntai ta axiÿmata: • (∀ x, y, z ∈ G)[(x + y) + z = x + (y + z)] • (∀ x ∈ G)[x + 0 = 0 + x = x] • (∀ x ∈ G)[x + (−x) = (−x) + x = 0] ParathroÔme oti ston isodÔnamo orismì ta axiÿmata eÐnai grammèna se aploÔsterh morfă. Perièqoun isìthtec metaxÔ algebrikÿn parastĹsewn qwrÐc parousÐa uparxiakoÔ posodeÐkth, sÔzeuxhc, diĹzeuxhc ă Ĺrnhshc tou kathgorhmatikoÔ logismoÔ. QrhsimopoioÔntai mìno kajolikoÐ posodeÐktec gegonìc pou ja mporoÔse na dikaiologeÐ Ĺllwste kai ton ìro kajolikă Ĺlgebra, sthn opoÐa anăkei kai h jewrÐa twn omĹdwn. FusikĹ, o ìroc {kajolikă Ĺlgebra} upodhlÿnei ìpwc gnwrÐzoume ton genikì qaraktăra thc prosèggishc sth melèth twn algebrikÿn domÿn.

SumbolÐzoume me G^n th n-ostă dÔnamh tou G,n ∈ N. Profanÿc G^0 ja eÐnai to monosÔnolo. Mia stajerĹ 0 ∈ G isodunameÐ me mia 0-melă prĹxh 0 : G^0 → G. Me bĹsh touc parapĹnw sumbolismoÔc mia omĹda G ja eÐnai efodiasmènh me treÐc prĹxeic, • mia dimelă prĹxh + : G^2 → G, • mia monomelă prĹxh − : G^1 → G, • mia mhdenomelă prĹxh 0 : G^0 → G, kai ta axiÿmata thc jewrÐac ekfrĹzontai mèsw thc antimetajetikìthtac twn parakĹtw diagrammĹtwn. G^3

(1_G ,+) �

(+,1_G)�

G^2 + � G^2_+ � G^1 G^1 × G^0

1_G×0 � G^1 ∼=� id �

∼= � G0 × G1

0×1_G � G^2_+ � G^1 G^2 + �

G^1 �

(1_G,−)�

G^2 + � G^1

(−,1_G) � � G^0_0 � G^1 G^0_0�

H prohgoÔmenh parousÐash miac omĹdac parìti kajìla swstă mporeÐ na paraplanăsei ton anagnÿsth afoÔ den perigrĹfei th jewrÐa twn omĹdwn allĹ th jewrÐa miac sugkekrimènhc omĹdac G. PrĹgmati, ean koitĹxoume xanĹ touc duo orismoÔc pou dÿsame prohgoumènwc ja parathrăsoume oti basizìmaste sth qrăsh enìc sugkekrimènou sunìlou G entìc tou opoÐou isqÔoun ta axiÿmata kai oi idiìthtec. H duskolÐa aută mporeÐ na xeperasteÐ eÔkola. H jewrÐa twn omĹdwn mporeÐ na perigrafeÐ me èna arijmăsimo sÔnolo metablhtÿn x, y, z, ..., ta sÔmbola +, −, 0 kai thn isìthta. Oi ìroi thc jewrÐac twn omĹdwn orÐzontai epagwgikĹ me bĹsh touc parakĹtw kanìnec:

• KĹje metablhtă eÐnai ìroc.

• To 0 eÐnai ìroc.

• Ean ta s, t eÐnai ìroi, to s + t eÐnai ìroc.

• Ean to t eÐnai ìroc, to −t eÐnai ìroc.

Ta axiÿmata thc jewrÐac twn omĹdwn ekfrĹzontai me isìthtec meta- xÔ ìrwn. Ean ta x, y, z eÐnai metablhtèc,

• (x + y) + z = x + (y + z),

• x + 0 = 0 + x = x,

• x + (−x) = (−x) + x = 0.

’Ena montèlo autăc thc afhrhmènhc ènnoiac thc jewrÐac twn omĹdwn eÐnai mia sunolojewrhtikă ermhneÐa thc teleutaÐac. Pio sugkekrimèna epilègoume èna sÔnolo G kai ermhneÔoume ta sÔmbola +, −, 0 jewrÿntac

• mia apeikìnish ˙+ : G × G → G,

• mia apeikìnish ˙− : G → G,

• èna stoiqeÐo ˙0 ∈ G kai grĹfontac a ˙+b antÐ tou stoiqeÐou ˙+(a, b). H ermhneÐa twn ìrwn gÐnetai epagwgikĹ: • KĹje metablhtă ermhneÔetai wc stoiqeÐo tou G. • O ìroc 0 ermhneÔetai wc to stoiqeÐo ˙0 ∈ G.

• Ean oi ìroi s, t ermhneÔontai wc stoiqeÐa |s|, |t| ∈ G, o ìroc s + t ermhneÔetai wc to stoiqeÐo |s| ˙+|t| ∈ G.

• Ean o ìroc t ermhneÔetai wc to stoiqeÐo |t| ∈ G , o ìroc −t ermhneÔetai wc to stoiqeÐo ˙−|t| ∈ G.

H tetrĹda (G, ˙+, ˙−, ˙0) apoteleÐ èna montèlo thc jewrÐac twn omĹdwn, entìc tou opoÐou isqÔoun oi isìthtec • (|x| ˙+|y|) ˙+|z| = |x| ˙+(|y| ˙+|z|), • |x| ˙+˙0 = ˙0 ˙+|x| = |x|, • |x| ˙+( ˙−|x|) = ( ˙−|x|) ˙+|x| = ˙0, gia kĹje ermhneÐa |x|, |y|, |z| twn metablhtÿn x, y, z antistoÐqwc.

KefĹlaio 3

KAJOLIKH ALGEBRA

Autì to kefĹlaio èqei wc stìqo na diasafhnÐsei thn akribă sqèsh metaxÔ thc klassikăc kajolikăc Ĺlgebrac kai thc kathgorikăc kajolikăc Ĺlgebrac. AfoÔ meletăsoume thn kajolikă Ĺlgebra apì thn klassikă thc skopiĹ, ergazìmenoi me tic algebrikèc kathgorÐec kai ta montèla touc, ja gÐnei eÔkola antilhptìc o trìpoc me ton opoÐo orÐzontai ta Ðdia apì thn kathgorikă touc skopiĹ. Ja doÔme epÐshc oti anexartătwc tou trìpou me ton opoÐo orÐzontai ta parapĹnw, klassikĹ ă kathgorikĹ, prokÔptoun koinĹ sumperĹsmata gÔrw apì tic algebrikèc jewrÐec kai ta montèla touc. Tètoio parĹdeigma eÐnai oi ProtĹseic 3.10 autoÔ tou kefalaÐou kai 8.1 tou kefalaÐou 8.

’Osa anafèrame sto prohgoÔmeno kefĹlaio gÔrw apì th jewrÐa twn omĹdwn mporoÔme na ta epanalĹboume aută th forĹ ergazìmenoi me th jewrÐa twn monadiaÐwn daktulÐwn. Se autăn thn perÐptwsh, ja prèpei na prosjèsoume mia deÔterh stajerĹ 1 kai mia deÔterh dimelă prĹxh ×. Me to Ðdio skeptikì loipìn, mporoÔme na ergastoÔme me opoiadăpote algebrikă jewrÐa pou èqei n-meleÐc prĹxeic, ìpou n ∈ N. OdhgoÔmaste sunepÿc ston epìmeno orismì.

3.1 Orismìc. ParĹstash miac algebrikăc jewrÐac T onomĹzetai mia jewrÐa, pou orÐzetai epilègontac èna arijmăsimo sÔnolo metablhtÿn, èna sÔnolo O_n apì n-meleÐc prĹxeic gia kĹje n ∈ N. Oi ìroi thc jewrÐac orÐzontai epagwgikĹ:

(i) KĹje metablhtă eÐnai ìroc

(ii) Ean α ∈ O_n kai ta t_1, ..., t_n eÐnai ìroi, to α(t_1, ..., t_n) eÐnai ìroc.

(iii) Ean α ∈ O_0, tìte to α eÐnai ìroc.

H (iii) eÐnai Ĺmesh sunèpeia thc (ii) gia n = 0. KĹje mhdenomelăc prĹxh kaleÐtai stajerĹ, sunepÿc h (iii) diatupwmènh diaforetikĹ eÐnai: KĹje stajerĹ eÐnai ìroc. Tèloc, axÐwma eÐnai mia isìthta metaxÔ duo ìrwn.

3.2 Orismìc. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. ErmhneÐa thc T kaleÐtai

• ’Ena sÔnolo M kai

• Gia kĹje n ∈ N kai gia kĹje α ∈ O_n mia apeikìnish |α| : M^n → M.

DojeÐshc miac ermhneÐac thc T èqoume oti:

• KĹje metablhtă ermhneÔetai wc stoiqeÐo tou M.

• Ean α ∈ O_n kai oi ìroi t_1, ..., t_n ermhneÔontai wc stoiqeÐa |t_1|, ..., |t_n| tìte to α(t_1, ..., t_n) ermhneÔetai wc to stoiqeÐo |α|(|t_1|, ..., |t_n|) ∈ M.

3.3 Orismìc. Montèlo thc T ă T -montèlo kaleÐtai mia ermhneÐa thc T tètoia ÿste ta axiÿmata thc T na ikanopoioÔntai entìc tou M. Pio sugkekrimèna, ja prèpei na isqÔei oti: ’Ena axÐwma isqÔei sto M ìtan, gia kĹje ermhneÐa twn metablhtÿn, ta duo mèlh thc isìthtac èqoun thn Ðdia ermhneÐa entìc tou M.

Paratărhsh H apeikìnish |α| : M^n → M, ìpou n ∈ N kai α ∈ O_n kaleÐtai ermhneÐa thc α entìc tou M. O ìroc autìc exhgeÐtai eÔkola ean skeftoÔme oti h α ∈ O_n apoteleÐ mia afhrhmènh n-melă prĹxh thc jewrÐac. H |α| metousiÿnei autăn thn afhrhmènh prĹxh se mia pragmatikă prĹxh pou orÐzetai entìc enìc sunìlou M kai eÐnai sÔmfwnh me ton trìpo me ton opoÐo antilambanìmaste mia apeikìnish n orismĹtwn. Ac upojèsoume gia parĹdeigma oti èqoume th dimelă prĹxh + sth jewrÐa twn omĹdwn. H apeikìni- sh ˙+ : G^2 → G eÐnai h ermhneÐa thc + entìc tou sunìlou G. Ean loipìn ta x, y ermhneÔontai wc stoiqeÐa |x|, |y| ∈ G tìte to +(x, y) ermhneÔetai wc to stoiqeÐo ˙+(|x|, |y|) = |x| ˙+|y| ∈ G. To sÔnolo G efodiasmèno me thn apeikìnish ˙+ kai tic ˙−, ˙0 pou apoteloÔn tic ermhneÐec twn prĹxewn -, 0 antÐstoiqa, apoteleÐ èna montèlo thc jewrÐac twn omĹdwn, autì pou sthn prĹxh antilambanìmaste wc mia omĹda G.

3.4 Orismìc. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. Ean L, M eÐnai montèla thc T , T -omomorfismìc f : L → M kaleÐtai mia apeikìnish f : L → M tètoia ÿste gia kĹje α ∈ O_n kai gia kĹje n-Ĺda x_1, ..., x_n na isqÔei f(|α|(x_1, ..., x_n)) = |α|(f(x_1), ..., f(x_n))

3.5 Prìtash. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. Ta montèla thc T kai oi omomorfismoÐ metaxÔ touc, me th sunăjh sÔnjesh twn apeikonÐsewn, apoteloÔn mia kathgorÐa, pou onomĹzetai kathgorÐa twn montèlwn thc T kai sumbolÐzetai me Mod_T .

Ewc tÿra perigrĹyame to akribèc antikeÐmeno thc kajolikăc Ĺlgebrac. Sth sunèqeia jèloume na dÿsoume mia isodÔnamh kathgorikă parousÐash twn ennoiÿn autÿn. Gia to skopì autì ja qreiasteÐ na kĹnoume kĹpoiec bĹsikèc parathrăseic.

3.6 Lămma. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. UpĹrqei mia elĹqisth sqèsh isodunamÐac R epÐ tou sunìlou twn ìrwn ÿste:

• Ean to axÐwma s = t isqÔei, tìte to (s, t) ∈ R.

• Ean oi ìroi s, t grĹfontai sunartăsei twn metablhtÿn x_1, ..., x_n, to (s, t) ∈ R kai ta t_1, ..., t_n eÐnai ìroi, tìte to (s^′, t^′) ∈ R me ta s^′, t^′ na prokÔptoun apì ta s, t antikajistÿntac ta x_i me t_i gia i = 1, ..., n..

• Ean α ∈ O_n kai ta zeÔgh (s_i, t_i) ∈ R gia i = 1, ..., n, tìte

(α(s_1, ..., s_n), α(t_1, ..., t_n)) ∈ R

3.7 Lămma. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac me sÔnolo metablhtÿn {x_1, ..., x_n, ...}. ’Estw T_n to sÔnolo twn ìrwn pou grĹfontai sunartăsei mìno twn metablhtÿn x_1, ..., x_n. ’Estw F_n to sÔnolo phlÐko T_n/R ìpou R h sqèsh isodunamÐac pou anafèrame parapĹnw. To sÔnolo F_n eÐnai efodiasmèno me th domă enìc T -montèlou.

3.8 Lămma. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. Sthn kathgorÐa Mod_T , to F_n eÐnai h n-ostă {sun-dÔnamh} tou F_1 dhladă

F_n = n⨆ i=1 F_1

Apìdeixh Gia kĹje metablhtă x_i, i = 1, ..., n jewroÔme ìlec tic klĹseic isodunamÐac ìlwn twn ìrwn pou grĹfontai sunartăsei mìno tou x_i. ’Eqoume ètsi to T -montèlo F^{(i)}_1 isìmorfo tou F_1 kai ton egkleismì s_i : F^{(i)}_1 → F_n. Profanÿc o s_i eÐnai T -omomorfismìc. ’Estw tÿra èna T -montèlo M kai mia oikogèneia T -omomorfismÿn f_i : F^{(i)}_1 → M, i = 1, ..., n. ErmhneÔoume to x_i entìc tou M wc to stoiqeÐo f_i([x_i]) ìpou [x_i] eÐnai h klĹsh isodunamÐac tou ìrou x_i sto F_n. OrÐzoume mia apeikìnish T_n → M ÿste o ìroc t na apeikonÐzetai sthn ermhneÐa tou entìc tou M, pou kajorÐzetai apì tic ermhneÐec twn metablhtÿn sunartăsei twn opoÐwn grĹfetai to t. Lìgw tou oti to M eÐnai T -montèlo, h kataskeuă aută eÐnai sumbată me ta axiÿmata thc T kai lìgw tou oti oi f_i eÐnai T -omomorfismoÐ, h sumbatìthta epekteÐnetai sth sqèsh isodunamÐac R. EpĹgetai ètsi ènac T -omomorfismìc f : F_n → M.

F_n^f � M

F^{(i)}_1

s_i � � �^{fi} �

Ek kataskeuăc ja eÐnai f ∘ s_i = f_i. Apì thn teleutaÐa sqèsh èqoume

f ∘ s([x_i]) = f_i([x_i]) ⇒ f([x_i]) = f_i([x_i])

apì ìpou prokÔptei h monadikìthta tou f. ApodeÐxame loipìn oti to F_n

apoteleÐ akribÿc to sun-ginìmeno^n ⨆ i=1 F^{(i)}_1 kai lìgw tou oti F^{(i)}_1 ∼= F_1 èqoume

telikĹ oti F_n =^n ⨆ i=1 F_1. ■

3.9 Lămma. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. To T -montèlo F_n eÐnai to eleÔjero montèlo me n gennătorec.

Apìdeixh JewroÔme ton epilăsmona sunarthtă U : Mod_T → Set pou apeikonÐzei èna T -montèlo M sto sÔnolo forèa M. Gia to zhtoÔmeno, arkeÐ na deÐxoume oti to zeÔgoc (F_n, f), ìpou f : {1, ..., n} → F_n, i → [x_i], eÐnai h anĹklash tou {1, ..., n} katĹ măkoc tou U.

{1, ..., n} b � � � � f∘U � U(F_n)

U(a) � F_n a � U(M) M

DojeÐshc miac apeikìnishc {1, ..., n}^b � U(M) sthn kathgorÐa twn sunìlwn, isodÔnama èqoume n stoiqeÐa α_1, ..., α_n ∈ M. JewroÔme ta α_1, ..., α_n wc ermhneÐec twn metablhtÿn x_1, ..., x_n entìc tou M. EpĹgetai ètsi mia apeikìnish T_n → M pou apeikonÐzei ènan ìro t sthn ermhneÐa tou entìc tou M, h opoÐa prokÔptei apì tic ermhneÐec twn x_1, ..., x_n sunartăsei twn opoÐwn grĹfetai to t. ’Omwc to M eÐnai T -montèlo, sunepÿc h kataskeuă aută eÐnai sumbată me th sqèsh isounamÐac R kai ètsi epĹgetai h zhtoÔmenh apeikìnish a : F_n → M ÿste U(a) ∘ (f ∘ U) = b H a eÐnai ek kataskeuăc monadikă kai to zhtoÔmeno èqei apodeiqjeÐ.■ H parakĹtw prìtash eisĹgei ton trìpo me ton opoÐo ja ergastoÔme stic algebrikèc jewrÐec apì thn kathgorikă skopiĹ. Pio sugkekrimèna eisĹgei èna nèo trìpo jèashc enìc montèlou wc sunarthtă pou èqei thn idiìthta na diathreÐ peperasmèna ginìmena.

3.10 Prìtash. ’Estw T h parĹstash miac algebrikăc jewrÐac. ’Estw F h plărhc upokathgorÐa thc Mod_T pou gennĹtai apì ta eleÔjera montèla F_n, n ∈ N. H duikă kathgorÐa F^∗ èqei peperasmèna ginìmena kai h Mod_T eÐnai isodÔnamh me thn kathgorÐa antikeÐmena thc opoÐac eÐnai sunarthtèc apì thn F^∗ sthn kathgorÐa twn sunìlwn, pou diathroÔn peperasmèna ginìmena, kai morfismoÐ fusikoÐ metasqhmatismoÐ metaxÔ autÿn.

Apìdeixh Gia megalÔterh safăneia, ja ergastoÔme me thn kathgorÐa F pou èqei peperasmèna sun-ginìmena kai ja jewrăsoume touc antalloÐwtouc sunarthtèc apì thn F sthn Set pou metasqhmatÐzoun peperasmèna sun-ginìmena se peperasmèna ginìmena. Apì to prohgoÔmeno lămma, ènac morfismìc F_n → F_m sthn F eÐnai h epilogă n stoiqeÐwn tou sunìlou F_m.

• Dojèntoc enìc antalloÐwtou sunarthtă G : F → Set pou metasqhmatÐzei peperasmèna sun-ginìmena se peperasmèna ginìmena, kataskeuĹzoume èna T -montèlo jètontac M = G(F_1). KĹje n-melăc prĹxh α epĹgei èna stoiqeÐo [α(x_1, ..., x_n)] sto F_n, sunepÿc kai ènan T -omomorfimsmì ᾱ : F_1 → F_n. O teleutaÐoc dÐnei mia apeikìnish sthn Set:

G(ᾱ) : G(F_n) → G(F_1)

Ex upojèsewc ìmwc G(F_n) ∼= G(F_1)^n Ĺra h G(ᾱ) eÐnai mia apeikìnish |α| : M^n → M kai apoteleÐ mia ermhneÐa thc α sto M. Ac upojèsoume tÿra oti oi metabhtèc x_1, ..., x_n ermhneÔontai entìc tou M wc stoiqeÐa α_1, ..., α_n. H ermhneÐa tou ìrou α(x_1, ..., x_n) entìc tou M eÐnai to |α|(α_1, ..., α_n). EpagwgikĹ ean t eÐnai ènac ìroc me metablhtèc x_1, ..., x_n, o [t] ∈ F_n eÐnai ènac morfismìc t̄ : F_1 → F_n kai h ermhneÐa tou [t] eÐnai h G(t̄)(α_1, ..., α_n). Eidikìtera, ean s, t eÐnai ìroi me metablhtèc metaxÔ twn x_1, ..., x_n kai to axÐwma s = t isqÔei, tìte h sqèsh [s] = [t] isqÔei sthn F_n exorismoÔ thc R. Sunepÿc s̄ = t̄ kai telikĹ èqoume oti

G(s̄)(α_1, ..., α_n) = G(t̄)(α_1, ..., α_n)

H teleutaÐa sqèsh apodeiknÔei oti ta s, t èqoun thn Ðdia ermhneÐa entìc tou M. To M loipìn eÐnai prĹgmati T -montèlo.

Antistrìfwc, dojèntoc enìc T -montèlou ja orÐsoume èna sunarthtă F → Set.

• ’Estw loipìn èna T -montèlo M. OrÐzoume to sunarthtă G : F → Set wc exăc:

G(F_n) := M^n

’Enac morfismìc f : F_n → F_m antistoiqeÐ sthn epilogă enìc sunìlou n stoiqeÐwn [t_1], ..., [t_n] ∈ F_m ìpou oi ìroi t_1, ..., t_n èqoun metablhtèc x_1, ..., x_m. Ja prèpei na orÐsoume to morfismì

G(f) : G(F_m) → G(F_n)

dhladă to morfismì G(f) : M^m → M^n.

DojeÐshc miac m-Ĺdac (α_1, ..., α_m) ∈ M^m ermhneÔontac kĹje metablhtă x_i, i = 1, ..., m wc α_i kai apeikonÐzoume to (α_1, ..., α_m) sto (|t_1|, ..., |t_n|) sto M^n pou antistoiqeÐ se autăn akribÿc thn ermhneÐa twn metablhtÿn. Profanÿc o G ìpwc orÐsthke eÐnai sunarthtăc. Epiplèon, gnwrÐzoume oti kĹje metablhtă x_i epĹgei thn apeikìnish s_i : F_1 → F_m h opoÐa antistoiqeÐ sto stoiqeÐo [x_i] ∈ F_m.

H G(s_i) : M^m → M sunepÿc apeikonÐzei to (α_1, ..., α_m) sthn ermhneÐa tou ìrou x_i dhladă to α_i. H apeikìnish G(s_i) loipìn den eÐnai Ĺllh apì thn probolă katĹ thn i-suntetagmènh kai o G metasqhmatÐzei peperasmèna sun-ginìmena se peperasmèna ginìmena.

• Dojèntwn tÿra duo morfismÿn G, H : F → Set pou metasqhmatÐzoun peperasmèna sun-ginìmena se peperasmèna ginìmena, ènac fusikìc metasqhmatismìc μ : G ⇒ H eÐnai mia oikogèneia apeikonÐsewn μ_n : G(F_n) → H(F_n) pou ikanopoioÔn thn isìthta

H(s_i) ∘ μ_n = μ_1 ∘ G(s_i), i = 1, ..., n

G(F_n)

μ_n �

G(s_i) �

G(F_1)

μ_1 � H(F_n)_{H(si)} � H(F_1)

Oi H(s_i), G(s_i) eÐnai oi probolèc katĹ thn i-suntetagmènh, sunepÿc o μ_n eÐnai h n-ostă dÔnamh tou μ_1. Gia kĹje n-melă prĹxh α, mporoÔme na jewrăsoume ton antÐstoiqo morfismì ᾱ : F_1 → F_n kai h isìthta H(ᾱ) ∘ μ^n_1 = H(ᾱ) ∘ μ_n = μ_1 ∘ G(ᾱ) apodeiknÔei oti o μ_1 : G(F_1) → H(F_1) eÐnai T -omomorfismìc.

AntÐstrofa, dojèntoc enìc T -omomorfismoÔ μ_1 : G(F_1) → H(F_1) orÐzoume ton μ_n : G(F_n) → H(F_n) wc th n-ostă dÔnamh tou μ_1. EpĹgontai me autìn ton orismì oi sqèseic:

H(s_i) ∘ μ_n = H(s_i) ∘ (μ_1)^n = μ_1 ∘ G(s_1) gia kĹje metablhtă x_i kai epiplèon H(ᾱ) ∘ μ_n = H(ᾱ) ∘ (μ_1)^n = μ_1 ∘ G(ᾱ) gia kĹje n-melă prĹxh α lìgw tou oti o μ_1 eÐnai T -omomorfismìc. EpagwgikĹ apodeiknÔetai oti H(t̄) ∘ μ_n = μ_1 ∘ G(t̄) gia kĹje ìro t ∈ T_n. H fusikìthta tou μ prokÔptei tÿra polÔ eÔkola afoÔ kĹje morfismìc f; F_n → F_m prosdiorÐzetai epakribÿc apì tic sunjèseic me touc kanonikoÔc morfismoÔc s_i : F_1 → F_n entìc tou sun-ginomènou F_n.■

KefĹlaio 4

KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

4.1 Orismìc. Algebrikă jewrÐa T kaloÔme mia kathgorÐa T me èna arijmÐsimo sÔnolo diakekrÐmenwn antikeimènwn {T^0, T^1, T^2, ..., T^n, ...} ìpou kĹje antikeÐmeno T^n eÐnai h niostă dÔnamh tou antikeimènou T^1. Montèlo thc T ă T -montèlo kaleÐtai ènac sunarthtăc F : T −→ Set pou diathreÐ peperasmèna ginìmena. ’Enac omomorfismìc metaxÔ T -montèlwn eÐnai ènac fusikìc metasqhmatismìc. H kathgorÐa twn T -montèlwn thc jewrÐac onomĹzetai algebrikă kathgorÐa kai sumbolÐzetai me Mod_T .

4.2 Lămma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Ean a : F ⇒ G eÐnai ènac morfismìc sth Mod_T , to tetrĹgwno tou sqămatoc antimetatÐjetai, ìpou oi isomorfismoÐ pou shmeiÿnontai eÐnai oi kanonikoÐ isomorfismoÐ.

F (T^1)^{aT 1} � G(T^1)

F (T^n)

F (p_i) �

∼= �

a_T n �

G(T^n)

G(p_i) �

∼= � F (T^1)^n_{(aT 1 )n}� G(T^1)^n

Apìdeixh Gia kĹje probolă ρ_i : T^n −→ T^1 èqoume

G(ρ_i) ∘ a_T n = a_T 1 ∘ F (ρ_i) = G(ρ_i) ∘ (a_T 1 )^n

20 KEF§ALAIO 4. KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

efìson oi G(ρ_i) kai F (ρ_i) eÐnai oi i-probolèc twn ginomènwn G(T^1)^n kai F (T^1)^n antistoÐqwc. Wc sunèpeia thc teleutaÐac sqèshc èqoume th zhtoÔmenh a_T n = (a_T 1 )^n.■

4.3 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. JewroÔme to sunarthtă apotÐmhshc sto basikì antikeÐmeno T^1 thc jewrÐac ton opoÐo sumbolÐzoume me U : Mod_T −→ Set. IsqÔoun ta exăc:

(1) O U eÐnai anaparastĹsimoc mèsw tou sunarthtă hom_T (T^1, −),

(2) o U eÐnai pistìc,

(3) o U anaklĹ isomorfismoÔc,

(4) kĹje peperasmèno sÔnolo me n stoiqeÐa (n ∈ N) dèqetai ton hom_T (T^n, −) wc anĹklash katĹ măkoc tou U,

(5) o hom_T (T^1, −) eÐnai isqurìc gennătorac thc Mod_T .

Apìdeixh KĹje anaparastĹsimoc sunarthtăc diathreÐ peperasmèna ginìmena sunepÿc o hom_T (T^n, −) eÐnai T -montèlo. Apì to Lămma tou Yoneda, dojèntoc enìc T -montèlou F èqoume thn isodunamÐa

Nat(hom_T (T^1, −), F ) ∼= F (T^1) ∼= U(F )

pou apodeiknÔei oti o U eÐnai anaparastĹsimoc apì ton hom_T (T^1, −). OmoÐwc èqoume

Nat(hom_T (T^n, −), F ) ∼= F (T^n) ∼= F (T^1)^n ∼= Set({1, ..., n}, F (T^1)) ∼=

Set({1, ..., n}, U(F ))

pou apodeiknÔei oti o hom_T (T^n, −) eÐnai h anĹklash tou sunìlou {1, ..., n} katĹ măkoc tou U.

• ’Estw ènac morfismìc T -montèlwn a : F ⇒ G ÿste o a_T 1 na eÐnai èna proc èna kai epÐ, dhladă isomorfismìc sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Lìgw thc isodunamÐac a_T n = (a_T 1 )^n kai o a_T n eÐnai isomorfismìc ∀ n ∈ N, dhladă gia kĹje antikeÐmeno thc jewrÐac T . Sunepÿc ìtan o U(a) = a_T 1 eÐnai isomorfismìc to Ðdio isqÔei gia ton a kai o U anaklĹ isomorfismoÔc.

• Lìgw thc sqèshc

Nat(hom_T (T^1, −), F ) ∼= U(F ), ∀F ∈ Mod_T

o Nat(hom_T (T^1, −), −) anaklĹ isomorfismoÔc pou shmaÐnei oti o hom_T (T^1, −) eÐnai isqurìc gennătorac thc Mod_T .

• Dojèntwn tèloc duo morfismÿn T -montèlwn α, β ÿste

U(α) = U(β) ⇒ α_T 1 = β_T 1

èqoume α_T n = (α_T 1 )^n = (β_T 1 )^n = β_T n ⇒ α = β

pou apodeiknÔei oti o U eÐnai pistìc.■

DojeÐshc miac algebrikăc jewrÐac T , mporoÔme eÔkola na kataskeuĹsoume mia parĹstash T_1 thc algebrikăc jewrÐac epilègontac ta stoiqeÐa tou sunìlou hom_T (T^n, T^1) wc n-meleÐc prĹxeic thc T_1. Sth sunèqeia, dojèntoc enìc T_1-ìrou t pou grĹfetai sunartăsei twn metablhtÿn x_1, ..., x_n, èstw t = f(x_1, ..., x_n) mporoÔme na orÐsoume epagwgikĹ th n-melă prĹxh t ∈ hom_T (T^n, T^1) pou sqetÐzetai me to t:

• H i-probolă T^n → T^1 sqetÐzetai me to x_i.

• Ean oi prĹxeic β_1, ..., β_m sqetÐzontai me touc ìrouc s_1, ..., s_m kai α einai mia m-melăc prĹxh, h sÔnjesh α∘(β_1, ..., β_m) sqetÐzetai me ton ìro α(s_1, ..., s_m).

• Epilègoume to t = f(x_1, ..., x_n) wc axÐwma thc T_1.

Paratărhsh Profanÿc ean to (T^n, p_1, ..., p_n) eÐnai h n-ostă dÔnamh tou T^1 kai α : T^n → T^1 ènac isomorfismìc, tìte to (T^n, p_1 ∘ α, ..., p_n ∘ α) eÐnai epÐshc h n-ostă dÔnamh tou T^1. Pio eidikĹ ìtan n = 1, gia kĹje isomorfismì α : T^n → T^1 to (T^1, α) eÐnai h {prÿth} dÔnamh tou T^1. AnĹmesa se ìlec tic dunatèc epilogèc tou α, upĹrqei mia kanonikă epilogă ÿste o α na eÐnai o tautotikìc morfismìc tou T^1 sthn kathgorÐa T , dhl. α = 1_T 1 . EÐnai bolikì tÿra sthn perigrafă thc parĹstashc T_1 miac algebrikăc jewrÐac T , na jewrăsoume thn kanonikă epilogă tou α. Me Ĺlla lìgia, na apaităsoume sthn parĹstash T_1 na isqÔei to axÐwma:

1_T 1 (x) = x

22 KEF§ALAIO 4. KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

4.4 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa kai h parĹstash T_1 autăc thc algebrikăc jewrÐac. Oi kathgorÐec twn montèlwn thc T kai thc T_1 eÐnai isodÔnamec, dhladă Mod_T ∼= Mod_{T1} kai mèsw autăc thc isodunamÐac, o sunarthtăc U : Mod_T −→ Set apeikonÐzei èna T_1-montèlo sto sÔnolo forèa tou.

Apìdeixh ’Estw F : T → Set èna T -montèlo. To sÔnolo F (T^1) efodiasmèno me tic prĹxeic

F (a) : F (T^1)^n ∼= F (T^n) → F (T^1), ∀ a ∈ hom_T (T^n, T^1)

eÐnai profanÿc èna T_1-montèlo. Ta axiÿmata pou apaitoÔntai apodeiknÔontai eÔkola oti isqÔoun me th qrăsh twn idiotătwn tou sunarthtă F . Epiplèon dojèntoc enìc morfismoÔ ϕ : F ⇒ G metaxÔ T -montèlwn, isodunĹmwc èqoume èna morfismì ϕ_T 1 : F (T^1) → G(T^1) metaxÔ twn antÐstoiqwn T_1-montèlwn.

AntÐstrofa tÿra prèpei na apodeÐxoume oti kĹje T_1-montèlo M eÐnai isìmorfo me èna montèlo F (T^1) gia kĹpoio T -montèlo F . Gia to skopì autì orÐzoume katĹllhla ton F wc exăc:

F (T^n) := M^n

Ean tÿra a : T^n → T^1 eÐnai ènac morfismìc sthn T , o a eÐnai epÐshc mia n-melăc prĹxh thc T_1. OrÐzoume thn

F (a) : F (T^n) = M^n → M = F (T^1)

pou apoteleÐ ermhneÐa thc thc prĹxhc a entìc tou M. Genikìtera, dojèntoc a : T^n → T^m orÐzoume

F (a) : F (T^n) ∼= M^n → M^m ∼= F (T^m)

wc th m-ada (F (ρ_1 ∘ a), ..., F (ρ_m ∘ a)) Lìgw thcisqÔoc tou T_1 axiÿmatoc entìc tou M o F diathreÐ ek twn protèrwn kĹje sÔnjesh thc morfăc T^n → T^m → T^1. Autì èqei wc sunèpeia oti o F diathreÐ sÔnjesh opoiasdăpote morfăc ex orismoÔ tou F (a). Apì to axÐwma 1_T 1 (x) = x thc parĹstashc T_1 prokÔptei oti o F diathreÐ ton tautotikì morfismì tou T^1 dhl. F (1_T 1 ) = 1_{F (T} 1_). GnwrÐzoume epÐshc oti gia kĹje morfismì β : G ⇒ H metaxÔ duo T -montèlwn èqoume β_T n ∼= (β_T 1 )^n. Me th boăjeia thc teleutaÐac sqèshc èqoume:

F (1_T n ) ∼= F [(1_T 1 )^n] ∼= [F (1_T 1 )]^n ∼= [1_{F (T} 1_)]^n ∼= 1_{F (T} 1_)n ∼= 1_{F (T} n_)

’Ara loipìn o F diathreÐ ton tautotikì morfismì kĹje antikeimènou T^n. O sunarthtăc F pou orÐsame eÐnai o katĹllhloc ÿste to T_1-montèlo M na eÐnai isìmorfo me to T -montèlo F (T^1) kai h apìdeixh eÐnai plărhc.■

ParadeÐgmata Algebrikÿn Jewriÿn 1)Sthn kefĹlaio 2 meletăsame th jewrÐa twn omĹdwn, apì thn opoÐa exĹgetai h antÐstoiqh jewrÐa. Akoloujÿntac ta Ðdia bămata kai kĹnontac anĹlogec parathrăseic mporoÔme na orÐsoume tic algebrikèc jewrÐec twn monoeidÿn, twn abelianÿn omĹdwn, twn daktulÐwn, twn antimetajetikÿn daktulÐwn kai oÔtw kajexăc.

2)Mia tetrimmènh parĹstash algebrikăc jewrÐac eÐnai aută pou den perièqei kammÐa prĹxh kai kanèna axÐwma. ’Ena montèlo loipìn autăc thc jewrÐac ja eÐnai aplĹ èna sÔnolo. LambĹnoume ètsi thn algebrikă jewrÐa twn sunìlwn h opoÐa apoteleÐ algebrikă jewrÐa me tetrimmèno trìpo ìpwc sunhjÐzoume na lème. Me qrăsh twn prohgoumènwn prokÔptei oti h algebrikă jewrÐa twn sunìlwn eÐnai h duikă thc kathgorÐac twn peperasmènwn sunìlwn.

3)H domă enìc merikÿc diatetagmènou sunìlou X perigrĹfetai ìqi apì prĹxeic orismènec epÐ tou X, allĹ apì mia sqèsh epÐ tou X. PrĹgmati h jewrÐa twn merikÿc diatetagmènwn sunìlwn den eÐnai algebrikă. ’An ìmwc antÐ enìc merikÿc diatetagmènou sunìlou èqoume èna kĹtw hmidiktuwtì(X, ≤, ∧) tìte apodeiknÔetai oti h jewrÐa twn kĹtw hmidiktuwtÿn eÐnai algebrikă.

H domă enìc kĹtw hmidiktuwtoÔ mporeÐ na perigrafeÐ isodÔnama apì th dimelă prĹxh ∧ : X × X → X h opoÐa ikanopoieÐ ta axiÿmata

(1) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

(2) x ∧ y = y ∧ x

(3) x ∧ x = x

H merikă diĹtaxh tou kĹtw hmidiktuwtoÔ perigrĹfetai se autăn thn perÐptwsh apì th sqèsh

x � y ean kai mìnon ean x ∧ y = x

AntÐstrofa, dojèntoc enìc sunìlou Q kai miac prĹxhc pou ikanopoieÐ ta trÐa parapĹnw axiÿmata h sqèsh

x � y ean kai mìnon ean x ∧ y = x

24 KEF§ALAIO 4. KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

orÐzei mia merikă diĹtaxh epi tou Q kai to x ∧ y eÐnai to infimum tou zeÔgouc (x, y). H � eÐnai prĹgmati sqèsh diĹtaxhc afoÔ isqÔoun:

• x � x ⇔ x ∧ x = x dhl. eÐnai autopajăc,

• x � y, x � y ⇒ x ∧ y = x, y ∧ x = y ⇒ x = x ∧ y = y ∧ x = y dhl. eÐnai antisummetrikă,

• x � y, y � z ⇒ x ∧ y = x, y ∧ z = y ⇒ x = x ∧ y = x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z = x ∧ z ⇒ x � z dhl. eÐnai metabatikă.

To x ∧ y apodeiknÔetai epÐshc oti eÐnai to infimum tou zeugouc (x, y). PrĹgmati èqoume

x ∧ (x ∧ y) = (x ∧ x) ∧ y = x ∧ y ⇒ x ∧ y � x

OmoÐwc èqoume oti x∧y � y. Ean tÿra z � x kai z � y gia èna z ∈ X èqoume

z = z ∧ z = (z ∧ x) ∧ (z ∧ y) = (z ∧ x) ∧ (y ∧ z) = z ∧ (x ∧ y) ∧ z = (x ∧ y) ∧ z

pou deÐqnei oti z � x ∧ y.

Na parathrăsoume tèloc oti ean èqoume thn Ôparxh enìc mègistou stoiqeÐou sto kĹtw hmidiktuwtì, aută mporeÐ na parastajeÐ mèsw miac stajerĹc 1 kai tou axiÿmatoc x ∧ 1 = x

OmoÐwc gia thn Ôparxh enìc elĹqistou stoiqeÐou apaiteÐtai mia stajerĹ 0 kai to axÐwma 0 ∧ x = 0

OmoÐwc apodeiknÔetai oti h jewrÐa twn Ĺnw hmidiktuwtÿn eÐnai algebrikă.

4)KĹje diktuwtì eÐnai efodiasmèno me th domă enìc Ĺnw hmidiktuwtoÔ kai enìc kĹtw hmidiktuwtoÔ, oi opoÐec prokÔptoun apo thn Ðdia diĹtaxh pou orÐzetai sto sÔnolo forèa tou diktuwtoÔ. H jewrÐa twn diktuwtÿn sunepÿc eÐnai algebrikă kai dèqetai duo dimeleÐc prĹxeic ∧, ∨ pou eÐnai prosetairistikèc, antimetajetikèc kai tautodÔnamec. Epiplèon h sqèsh metaxÔ twn duo autÿn prĹxewn perigrĹfetai apo ta axiÿmata:

• x ∧ (x ∨ y) = x

• (x ∧ y) ∨ y = y

Autì pou mènei na epalhjeÔsoume sthn perÐptwsh aută eÐnai oti oi duo diatĹxeic �, ⪯ pou orÐzontai apì ti prĹxeic ∧, ∨ antÐstoiqa sto sÔnolo forèa tou diktuwtoÔ tautÐzontai. PrĹgmati èqoume: x � y ⇔ x ∧ y = x, x ⪯ y ⇔ x ∨ y = y

Ean x � y tìte y = (x ∧ y) ∨ y = x ∨ y ⇒ x ⪯ y

Ean x ⪯ y tìte x = x ∧ (x ∨ y) = x ∧ y ⇒ x � y

Sunepÿc x � y ⇔ x ⪯ y

5)Ean tÿra sth jewrÐa twn diktuwtÿn jewrăsoume epiplèon ta axiÿmata

• x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

• x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

tìte prokÔptei h jewrÐa twn epimeristikÿn diktuwtÿn pou eÐnai epÐshc algebrikă. OmoÐwc jewrÿntac mia monomelă prĹxh (−)^∗pou ikanopoieÐ ta axiÿmata x ∨ x^∗ = 1, x ∧ x^∗ = 0 prokÔptei h algebrikă jewrÐa twn algebrÿn Boole.

6)Ean R eÐnai enac daktÔlioc, aristerì R-module kaleÐtai mia abeliană omĹda M efodiasmènh me èna bajmwtì pollaplasiasmì R × M → M. ’Enac tètoioc bajmwtìc pollaplasiasmìc den èqei thn apaitoÔmenh morfă miac apeikì- nishc M^n → M . ParolautĹ apodeiknÔetai oti h jewrÐa twn aristerÿn R-modules eÐnai algebrikă. H apìdeixh eÐnai eÔkolh ean prosjèsoume sth jewrÐa twn abelianÿn omĹdwn mia monomelă prĹxh r gia kĹje stoiqeÐo r tou R. H ermhneÐa thc r sto M ja eÐnai o bajmwtìc pollaplasiasmìc enìc stoi- qeÐou me to r. ProstÐjentai epÐshc ta parakĹtw axiÿmata.

• r(x + y) = r(x) + r(y)

• r(s(x)) = (rs)(x)

26 KEF§ALAIO 4. KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

• (r + s)(x) = r(x) + s(x) kai • 1(x) = x ìtan o R eÐnai monadiaÐoc.

OmoÐwc orÐzetai kai h algebrikă jewrÐa twn dexiÿn R − modules .

7)Ean G eÐnai mia omĹda (pollaplasiastikă), G-sÔnolo kaleÐtai èna sÔnolo X efodiasmèno me mia drĹsh thc G epi autoÔ:

G × X → X, (g, x) → g · x

ÿste na ikanopoioÔntai ta axiÿmata

• (gǵ) · x = g(ǵ(x))

• 1 · x = x

DojeÐshc miac omĹdac G, h jewrÐa twn G -sunìlwn eÐnai algebrikă. Mia parĹstash autăc thc jewrÐac dÐnetai apì mia monomelă prĹxh g gia kĹje g ∈ G kai ta parakĹtw axiÿmata.

• gǵ(x) = g(ǵ(x))

• 1(x) = x

AxÐzei na parathrăsoume edÿ oti to kenì sÔnolo eÐnai pĹntote montèlo autăc thc jewrÐac.

8)Ena parĹdeigma algebrikăc jewrÐac eÐnai autì sto opoÐo h parĹstash thc jewrÐac apoteleÐtai mìno apì mia stajerĹ kai den èqei axiÿmata. Ta montèla edÿ eÐnai ta zeÔgh thc morfăc (X, x) ìpou X eÐnai èna sÔnolo kai x èna stoiqeÐo tou X. ’Enac morfismìc f : (X, x) → (Y, y) eÐnai aplÿc mia apeikìnish f : X → Y ÿste f(x) = y.

9)Jewroume thn kathgorÐa T pou apoteleÐtai apo touc qÿrouc R^n, n ∈ N kai tic sunartăseic klĹsewc C^∞ metaxÔ autÿn. Aută apoteleÐ profanÿc mia algebrikă jewrÐa. Ta montèla autăc thc jewrÐac kaloÔntai C^∞ Ĺlgebrec. DojeÐshc miac diaforÐsimhc pollaplìthtac V klĹshc C^∞, to sÔnolo C^∞(V, R) twn pragmatikÿn sunartăsewn pou orÐzontai sto V mporeÐ na efodiasteÐ me th domă miac C^∞ Ĺlgebrac. Dojeisÿn apeikonÐsewn a : R^n → R, dhladă prĹxewn thc jewrÐac, orÐzoume thn ermhneÐa touc

|a|: C^∞(V, R) × ... × C^∞(V, R) ∼= C^∞(V, R^n) −→ C^∞(V, R) wc thn apeikìnish pou stèlnei thn n-ada (f_1, ..., f_n), f_i : V → R, stoiqeÐwn tou C^∞(V, R) sthn C^∞-sunĹrthsh a ∘ (f_1, ..., f_n) opwc faÐnetai sto sqăma: V^{(f1,...,fn)}

−→ R^{n a}−→ R

28 KEF§ALAIO 4. KATHGORIKH PROSEGGISH THS KAJOLIKHS ALGEBRAS

KefĹlaio 5

IDIOTHTES ALGEBRIKWN KATHGORIWN

ORIA KAI SUNORIA STIS ALGEBRIKES KATHGORIES

Sthn enìthta aută ja deÐxoume oti kĹje algebrikă kathgorÐa eÐnai plărhc kai sun-plărhc, perièqei dhladă ìla ta mikrĹ ìria kai mikrĹ sunìria antÐstoiqa.

5.1 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. H kathgorÐa Mod_T eÐnai plărhc kai ta ìria upologÐzontai {katĹ shmeÐo}. Eidikìtera, o epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set diathreÐ kai anaklĹ ìria.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti ta ìria sthn kathgorÐa Fun(T , Set) upologÐzontai katĹ shmeÐo. EpÐshc xèroume oti to ìrio enìc diagrĹmmatoc pou apoteleÐtai apo sunarthtèc pou diathroÔn peperasmèna ginìmena eÐnai sunarthtăc pou diathreÐ peperasmèna ginìmena. LambĹnontac upìyh oti h Mod_T eÐnai upokathgorÐa thc Fun(T , Set) fjĹnoume sto sumpèrasma oti h Mod_T eÐnai plărhc kai oti ta ìria se autăn upologÐzontai katĹ shmeÐo. Epiplèon h apotÐmhsh sto T^1 diathreÐ ìria epomènwc o epilăsmwn sunarthtăc U diathreÐ ìria. Lìgw tou oti o U diathreÐ ìria, anaklĹ isomorfismoÔc kai h Mod_T eÐnai plărhc, me bĹsh thn Prìtash 1.5 prokÔptei oti o U epÐshc anaklĹ ìria.■

5.2 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. H kathgorÐa Mod_T èqei filtrarismèna sunìria ta opoÐa upologÐzontai katĹ shmeÐo. Epiplèon o epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set diathreÐ kai anaklĹ filtrarismèna sunìria.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti sthn kathgorÐa Fun(T , Set) ta sunìria upologÐzontai katĹ shmeÐo. EpÐshc gnwrÐzoume oti to sunìrio enìc filtrarismènou diagrĹmmatoc pou apoteleÐtai apì sunarthtèc pou diathroÔn peperasmèna ginìmena eÐnai sunarthtăc pou diathreÐ peperasmèna ginìmena. Sunepÿc h Mod_T èqei filtrarismèna sunìria kai efìson prìkeitai gia upokathgorÐa thc Fun(T , Set) autĹ ja upologÐzontai katĹ shmeÐo.

Epiplèon h apotÐmhsh sto T^1 diathreÐ filtrarismèna sunìria opìte to Ðdio isqÔei kai gia ton epilăsmona sunarthtă U kajìti h drĹsh tou epĹnw se èna montèlo F : T → Set eÐnai h apotÐmhsh F (T^1) epi tou basikoÔ antikeimènou T^1 thc algebrikăc jewrÐac.

Tèloc, efìson o U diathreÐ filtrarismèna sunìria, anaklĹ isomorfismoÔc kai apodeÐxame oti h Mod_T èqei filtrarismèna sunìria , me bĹsh thn Prìtash 1.5 prokÔptei oti o U epÐshc anaklĹ filtrarismèna sunìria.■

5.3 Pìrisma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Sth Mod_T ta peperasmèna ìria antimetatÐjentai me ta filtrarismèna sunìria.

Apìdeixh H zhtoÔmenh idiìthta isqÔei sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Epiplèon ta peperasmèna ìria kai ta filtrarismèna sunìria upologÐzontai katĹ shmeÐo sthn kathgorÐa Mod_T . Apì tic duo autèc parathrăseic prokÔptei Ĺmesa to zhtoÔmeno.■

5.4 Pìrisma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. O epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set diathreÐ kai anaklĹ monomorfismoÔc.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti o U diathreÐ kai anaklĹ isomorfismoÔc kai zeÔgh purăna opìte apì thn Prìtash 1.2 prokÔptei Ĺmesa oti o U epÐshc diathreÐ kai anaklĹ monomorfismoÔc.■

5.5 Jeÿrhma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. H kathgorÐa Mod_T eÐnai anaklastikă sthn kathgorÐa Fun(T , Set) kai exaitÐac autoÔ eÐnai plărhc kai sun-plărhc.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti h kathgorÐa Fun(T , Set) eÐnai plărhc kai sunplărhc. Me bĹsh thn Prìtash 1.18 kĹje anaklastikă kathgorÐa thc teleutaÐac ja eÐnai plărhc kai sun-plărhc. Apomènei na deÐxoume oti h Mod_T eÐnai anaklastikă sth Fun(T , Set) . ArkeÐ na deÐxoume oti o sunarthtăc egkleismoÔ K : Mod_T → Fun(T , Set)

èqei aristerĹ prosarthmèno.

GnwrÐzoume ădh oti h Mod_T eÐnai plărhc kai oti o egkleismìc sthn kathgorÐa Fun(T , Set) diathreÐ ìria. Me bĹsh to Jeÿrhma Prosarthmènou Sunarthtă (Jeÿrhma 1.16) apomènei na exakribÿsoume ean ikanopoieÐtai h sunjăkh tou sunìlou epÐlushc.

JewroÔme èna sunarthtă F : T → Set. Jèloume na broÔme èna sÔnolo S_F sunarthtÿn H: T → Set pou diathroÔn peperasmèna ginìmena, ètsi ÿste kĹje fusikìc metasqhmatismìc φ : F ⇒ G, ìpou o G diathreÐ peperasmèna ginìmena, na paragontopoieÐtai mèsw enìc sunarthtă apì to sÔnolo S_F .

JewroÔme wc sÔnolo epÐlushc S_F to sÔnolo ìlwn twn sunarthtÿn H : T → Set pou diathroÔn peperasmèna ginìmena ètsi ÿste to H(T^1) na èqei plhjĹrijmo mikrìtero apì autìn tou sunìlou ∐ n∈ N

hom_T (T^n, T^1) × F (T^1)^n

Dialègoume èna mìno sÔnolo, gia kĹje plhjĹrijmo mikrìtero tou parapĹnw, wc dunată timă tou H(T^1). Me dedomèno to sÔnolo H(T^1) upĹrqei (mèqri miac kanonikăc epilogăc twn ginomènwn) akribÿc èna sÔnolo apì trìpouc kataskeuăc enìc sunarthtă H pou na diathreÐ peperasmèna ginìmena, afoÔ gia kĹje morfismì β : T^n → T^m, upĹrqei èna sÔnolo apì pijanoÔc upoyhfÐouc H(β), toutèstin to sÔnolo twn apeikonÐsewn H(T^1)^n → H(T^1)^m.

KaloÔme X to sÔnolo twn stoiqeÐwn tou G(T^1) pou èqoun th morfă φ_T 1 (x) gia kĹpoio x ∈ F (T^1). O plhjĹrijmoc tou X frĹssetai apì autìn tou F (T^1).

JewroÔme to sÔnolo Y ìlwn twn stoiqeÐwn tou G(T^1) pou eÐnai thc morfăc a(x_1, ..., x_n) opou n akèraioc, a n-melăc prĹxh kai ta stoiqeÐa x_i ∈ X. O plhjĹrijmoc tou Y frĹssetai apì autìn tou sunìlou ∐ n∈ N

hom_T (T^n, T^1) × X^n

kai profanÿc kai apì tou sunìlou ∐ n∈ N

hom_T (T^n, T^1) × F (T^1)^n

Ek kataskeuăc, to Y eÐnai eustajèc wc proc th drĹsh ìlwn twn n-melÿn prĹxewn thc algebrikăc jewrÐac opìte jètontac H(T^n) := Y^n èqoume:

H(T^n) = Y^n ⊆ G(T^1)^n ∼= G(T^n)

OrÐzetai ètsi ènac uposunarthtăc H ⊆ G o opoÐoc ek kataskeuăc diathreÐ peperasmèna ginìmena. ParathroÔme oti o φ paragontopoieÐtai mèsw tou H afoÔ dojèntoc x ∈ F (T^n) èqoume:

G(T^n)

G(p_i) � F (T^n)

φ_{T n} � F (p_i) � G(T^1) F (T^1)

φ_{T 1} �

G(p_i)(φ_T n_{(x)}) = φ_T 1 (F (p_i)(x)) ∈ Y

kai sunepÿc φ_T n_{(x)} ∈ Y^n

F (T^n)

φ_T n � � � φ_T n �

G(T^n)

H(T^n) �

PrĹgmati loipìn o egkleismìc K : Mod_T → Fun(T , Set) ikanopoieÐ th sunjăkh tou sunìlou epÐlushc gia kĹje antikeÐmeno thc Fun(T , Set) kai h apìdeixh tou Jewrămatoc eÐnai plărhc. ■

IDIOTHTES AKRIBEIAS TWN ALGEBRI- KWN KATHGORIWN

O kÔrioc stìqoc mac se autăn thn enìthta eÐnai na deÐxoume oti oi algebrikèc kathgorÐec eÐnai omalèc kai akribeÐc. Dedomènou tou gegonìtoc oti oi kathgorÐec Mod_T kai Mod_{T1} eÐnai isodÔnamec, gia lìgouc eukolÐac ja qrhsimopoiăsoume thn parousÐash T_1 thc algebrikăc jewrÐac T .

5.6 Lămma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa kai T_1 h antÐstoiqh parousÐash thc algebrikăc jewrÐac. Sth Mod_T , mia sqèsh isodunamÐac epÐ enìc antikeimènou M eÐnai èna T_1-upomontèlo R � M × M pou eÐnai sqèsh isodunamÐac sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Mia tètoia sqèsh isodunamÐac R kaleÐtai isotimÐa epÐ tou M.

Apìdeixh Profanÿc èna T_1-upomontèlo R � M × M pou eÐnai sqèsh isodunamÐac sth Set eÐnai sqèsh isodunamÐac sth Mod_{T1} pou eÐnai isodÔnamh me th Mod_T . Ja deÐxoume oti isqÔei kai to antÐstrofo.

’Estw loipìn mia sqèsh isodunamÐac R ⇒ F sth Mod_T . IsodÔnama h

hom_{ModT} (hom_T (T_1, −), R) ⇒ hom_{ModT} (hom_T (T_1, −), F ) eÐnai sqèsh isodunamÐac sth Set. ’Omwc hom_{ModT} (hom_T (T_1, −), R) ∼= U(R)

sunepÿc h U(R) ⇒ U(F ) eÐnai sqèsh isodunamÐac sth Set kai to zhtoÔmeno T_1-upomontèlo eÐnai to U(R).■

5.7 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Sth Mod_T , oi sqèseic isodunamÐac eÐnai zeÔgh purăna kai o sunarthtăc U : Mod_T −→ Set diathreÐ kai anaklĹ touc sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac.

Apìdeixh Ja qrhsimopoiăsoume thn parĹstash T_1 thc algebrikăc jewrÐac T . DojeÐshc miac sqèshc isodunamÐac R � M × M sth Mod_{T1} jewroÔme thn kanonikă apeikìnish q : M → M/R sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Ja deÐxoume oti o q apoteleÐ ènan T_1-omomorfismì.

DojeÐshc miac prĹxhc a ∈ hom_{T1} (T^n, T^1) kai stoiqeÐwn x_1, ..., x_n orÐzoume thn a sto M/R wc exăc:

a([x_1], ..., [x_n]) := [a(x_1, ..., x_n)]

H prĹxh aută orÐzetai kalÿc me ton parapĹnw trìpo diìti gia [x_i] = [y_i], i = 1, 2, ..., n èqoume oti (x_i, y_i) ∈ R gia i = 1, 2, ..., n opìte

(a(x_1, ..., x_n), a(y_1, ..., y_n)) ∈ R ⇔ [a(x_1, ..., x_n)] = [a(y_1, ..., y_n))]

EÐnai profanèc oti to M/R efodiasmèno me tic n-meleÐc autèc prĹxeic eÐnai èna T_1-montèlo, efìson to M eÐnai èna T_1-montèlo. ’Etsi o q apoteleÐ ènan T_1-omomorfismì.

Ja deÐxoume oti o T_1-omomorfismìc q eÐnai o sunexiswtăc twn duo probolÿn p_1, p_2 : R ⇒ M sth Mod_{T1} . O q eÐnai profanÿc o sunexiswtăc twn teleutaÐwn sthn Set . PrĹgmati tic sunexisÿnei efìson gia (x, y) ∈ R èqoume

q ∘ p_1(x, y) = q(x) = [x], q ∘ p_2(x, y) = q(y) = [y]

’Omwc [x] = [y] afoÔ (x, y) ∈ R H q ∘ p_1 = q ∘ p_2 isqÔei profanÿc kai sth Mod_T .

Ean g : M → L eÐnai ènac T_1-omomorfismìc pou sunexisÿnei tic p_1, p_2, upĹrqei mia monadikă apeikìnish h : M/R → L ÿste g = h ∘ q sthn kathgorÐa Set. DojeÐshc a ∈ hom_{T1} (T^n, T^1) kai x_1, ..., x_n ∈ M

h(a([x_1], ..., [x_n])) = h[a(x_1, ..., x_n)] = h ∘ q(a(x_1, ..., x_n)) = g(a(x_1, ..., x_n)) = a(g(x_1), ..., g(x_n)) = a(h ∘ q(x_1), ..., h ∘ q(x_n)) =

a(h[x_1], ..., h[x_n])

Sunepÿc epĹgetai monadikìc T_1-omomorfismìc h ÿste g = h ∘ q pou shmaÐnei oti o q eÐnai o sunexiswtăc twn p_1, p_2 kai sthn Mod_{T1} .

ApodeÐxame oti o sunexiswtăc twn p_1, p_2 : R ⇒ M upologÐzetai me ton Ðdio trìpo stic Mod_{T1} kai Set. To Ðdio isqÔei kai gia ta zeÔgh purăna stic Mod_{T1} kai Set. Epeidă loipìn kĹje sqèsh isodunamÐac eÐnai zeÔgoc purăna sthn Set, dhladă apoteleÐ to zeÔgoc purăna tou sunexiswtă thc, me bĹsh ta parapĹnw ja eÐnai zeÔgoc purăna kai sth Mod_{T1} .

GnwrÐzoume ădh oti o U : Mod_T → Set diathreÐ sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac. Ja deÐxoume oti anaklĹ epÐshc sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac. ’Estw R � M × M sqèsh isodunamÐac sth Mod_T kai p_1, p_2 : R ⇒ M oi antÐstoiqec probolèc thc. ’Estw q : M → M/R ètsi ÿste o U(q) = q_T na eÐnai o sunexiswtăc twn p_{1T} , p_{2T} .

p_1, p_2 : R ⇒ M

q^′ � q � M/R f � � � L p_{1T} , p_{2T} : R(T ) ⇒ M(T )

q^′_T �

q_T�

M(T )/R(T ) h � � � � L ’Estw q^′ o sunexiswtăc twn p_1, p_2 . O U diathreÐ sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac sunepÿc o q^′_T eÐnai sunexiswtăc twn p_{1T} , p_{2T} . EpĹgetai loipìn ènac monadikìc isomorfismìc h ÿste q^′_T = h ∘ q_T kai q^′_T ∼= q_T . Epeidă o U anaklĹ isomorfismoÔc upĹrqei isomorfismìc f : M/R → L ÿste q^′ = f ∘q kai q ∼= q^′. O q loipìn eÐnai o sunexiswtăc twn p_1, p_2 kai to zhtoÔmeno apedeÐqjh.■

5.8 Pìrisma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. O epilăsmwn sunarthtăc diathreÐ kai anaklĹ omaloÔc epimorfismoÔc.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti h kathgorÐa Mod_T eÐnai plărhc sunepÿc èqei zeÔgh purănwn. KĹje omalìc epimorfismìc loipìn eÐnai sunexiswtăc tou zeÔgouc purănatou ă diaforetikĹ sunexiswtăc miac sqèsewc isodunamÐac. Me qrăsh thc prohgoÔmenhc prìtashc prokÔptei Ĺmesa to zhtoÔmeno.■

Ja apodeÐxoume tÿra oti kĹje algebrikă kathgorÐa eÐnai omală kai akribăc. Prin apì autì ìmwc, ja dÿsoume touc sqetikoÔc orismoÔc.

5.9 Orismìc. Mia kathgorÐa C onomĹzetai omală ìtan ikanopoioÔntai oi exăc sunjăkec:

• KĹje morfismìc èqei zeÔgoc purăna.

• Gia kĹje zeÔgoc purăna upĹrqei o sunexiswtăc touc.

• H efèlkush enìc omaloÔ epimorfismoÔ katĹ măkoc tuqaÐou morfismoÔ upĹrqei kai apoteleÐ epÐshc omalì epimorfismì.

5.10 Orismìc. Mia omală kathgorÐa sthn opoÐa oi sqèseic isodunamÐac eÐnai zeÔgh purăna kaleÐtai akribăc kathgorÐa.

5.11 Jeÿrhma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. H kathgorÐa Mod_T eÐnai omală kai akribăc.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti h kathgorÐa Mod_T eÐnai plărhc kai sun-plărhc. Sunepÿc gia kĹje morfismì upĹrqei to zeÔgoc purăna tou kai gia kĹje zeÔgoc purăna upĹrqei o sunexiswtăc touc. O U : Mod_T → Set diathreÐ kai anaklĹ efelkÔseic kai omaloÔc epimorfismoÔc. ExaitÐac autoÔ, oi omaloÐ epimorfismoÐ eÐnai eustajeÐc wc proc efelkÔseic sth Mod_T afoÔ autì isqÔei sth Set. Sunepÿc h Mod_T eÐnai omală kathgorÐa. Kajÿc oi sqèseic isodunamÐac eÐnai zeÔgh purăna sth Mod_T , ìpwc apodeÐxame prohgoumènwc, h Mod_T epiplèon ja eÐnai akribăc.■

KefĹlaio 6

ALGEBRIKOI SUNARTHTES

6.1 Orismìc. ’Estw R kai T algebrikèc jewrÐec me antikeÐmena antÐstoiqa R^0, R^1, R^2, ... kai T^0, T^1, T^2, .... Morfismìc twn algebrikÿn jewriÿn R kai T kaleÐtai ènac sunarthtăc F : R → T pou diathreÐ peperasmèna ginìmena kai apeikonÐzei to R^n sto T^n.

6.2 Prìtash. H jewrÐa twn sunìlwn eÐnai arqikì antikeÐmeno sthn kathgorÐa twn algebrikÿn jewriÿn kai twn morfismÿn metaxÔ touc.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti h jewrÐa S twn sunìlwn eÐnai isodÔnamh me th duikă thc kathgorÐac twn peperasmènwn sunìlwn. Dhl. S ∼= {1, 2, ..., n, ..}^{op} Sthn kathgorÐa twn peperasmènwn sunìlwn oi mìnoi morfismoÐ

{∗} → {1, 2, ..., n} = n∐ 1 {∗}

eÐnai oi èna proc èna apeikonÐseic entìc tou sun-ginomènou^n ∐ 1 {∗} .

DuikĹ loipìn sthn S oi mìnec n-meleÐc prĹxeic S^n → S^1 eÐnai oi probolèc. Sunepÿc gia kĹje algebrikă jewrÐa T , epĹgetai ènac monadikìc morfismìc S → T kai to zhtoÔmeno apedeÐqjh.■

6.3 Pìrisma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa kai S h jewrÐa twn sunìlwn. O epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set eÐnai o sunarthtăc sÔnjeshc me to monadikì morfismì twn algebrikÿn jewriÿn σ : S → T .

Apìdeixh ’Estw èna T -montèlo G : T → Set. SumbolÐzoume me σ^∗ : Mod_T → Set to sunarthtă sÔnjeshc me ton σ. Ja deÐxoume oti o σ^∗ tautÐzetai me ton epilăsmona sunarthtă U. ’Eqoume

σ(S^1) = T^1 kai σ^∗(G)(S^1) = G ∘ σ(S^1) = G(T^1)

O G∘σ epÐshc diathreÐ peperasmèna ginìmena afoÔ autì isqÔei gia touc G kai σ. Ex orismoÔ tou U èqoume oti U(G) = G(T^1) kai to zhtoÔmeno apedeÐqjh.■

6.4 Orismìc. ’Estw F : R → T ènac morfismìc algebrikÿn jewriÿn. O sunarthtăc sÔnjeshc me ton F :

F^∗ : Mod_T → Mod_R, G → G ∘ F , ∀ G ∈ Mod_T onomĹzetai algebrikìc sunarthtăc.

AxÐzei na parathrăsoume oti o trìpoc me ton opoÐo orÐsthke o F^∗ èqei nìhma, kajÿc o G ∘ F diathreÐ peperasmèna ginìmena lìgw tou oti amfìteroi oi G kai F èqoun autăn thn idiìthta.

6.5 Prìtash. KĹje algebrikìc sunarthtăc eÐnai pistìc kai anaklĹ isomorfismoÔc. Epiplèon diathreÐ kai anaklĹ omaloÔc epimorfismoÔc, sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac, mikrĹ ìria kai filtrarismèna sunìria.

Apìdeixh JewroÔme èna morfismì metaxÔ algebrikÿn jewriÿn, èstw F : R → T . O F epĹgei thn antimetajetikìthta twn parakĹtw trigÿnwn, ìpou S èinai h jewrÐa twn sunìlwn, U_R kai U_T eÐnai epilăsmonec sunarthtèc kai F^∗ eÐnai o algebrikìc sunarthtăc thc sÔnjeshc me ton F . S � � � � � R F � T Set ModR

U_R �

Mod_T

U_T � � � F ∗ �

O F^∗ eÐnai pistìc afoÔ o U_T èinai pistìc kai U_T = U_R ∘ F^∗. O F^∗ anaklĹ isomorfismoÔc, omaloÔc epimorfismoÔc, sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac, mikrĹ ìria kai filtrarismèna sunìria, efìson autĹ diathroÔntai apì ton U_R kai anaklÿntai apì ton U_T . Me to Ðdio skeptikì tÿra, o F^∗ diathreÐ omaloÔc epimorfismoÔc, sunexiswtèc sqèsewn isodunamÐac, mikrĹ ìria kai filtrarismèna sunìria afoÔ ta parapĹnw diathroÔntai apì ton U_T kai anaklÿntai apì ton U_R. H apìdeixh thc Prìtashc eÐnai plărhc.■

6.6 Jeÿrhma. KĹje algebrikìc sunarthtăc èqei aristerĹ prosarthmèno.

Apìdeixh H apìdeixh tou jewrămatoc paratÐjetai sto tèloc tou epìmenou kefalaÐou.

6.7 Pìrisma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. O epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set èqei aristerĹ prosarthmèno.

Apìdeixh Apì prohgoÔmeno pìrisma gnwrÐzoume oti o epilăsmwn sunarthtăc U : Mod_T → Set eÐnai o sunarthtăc sÔnjeshc me to monadikì morfismì σ metaxÔ twn algebrikÿn jewriÿn S kai T . Sunepÿc o U eÐnai algebrikìc sunarthtăc kai sÔmfwna me to prohgoÔmeno Jeÿrhma èqei aristerĹ prosarthmèno.■

ParadeÐgmata Algebrikÿn Sunarthtÿn (1)JewroÔme thn algebrikă kathgorÐa Mon twn monoeidÿn kai twn omomorfismÿn monoeidÿn. O epilăsmwn sunarthtăc U : Mon → Set eÐnai ìpwc eÐdame algebrikìc kai èqei aristerĹ prosarthmèno.

’Estw F : Set → Mon o aristerĹ prosarthmènoc tou U . O F orÐzetai wc exăc:

• Dojèntoc enìc sunìlou X, F (X) eÐnai to elèujero monoeidèc epÐ tou X. Ta stoiqeÐa tou F (X) eÐnai dhladă peperasmènec akoloujÐec stoiqeÐwn tou X kai h prĹxh tou monoeidoÔc eÐnai aplĹ h parĹjesh duo tètoiwn stoiqeÐwn. Profanÿc h prĹxh eÐnai prosetairistikă kai to oudètero stoiqeÐo thc prĹxhc eÐnai h kenă akoloujÐa.

• DojeÐshc miac apeikìnishc f : X → Y , orÐzetai h F (f) : F (X) → F (Y ) apì th drĹsh thc f se kĹje stoiqeÐo miac peperasmènhc akoloujÐac stoiqeÐwn tou X. UpĹrqei mia apeikìnish η_X : X → UF (X) ÿste to x na èqei wc eikìna thn akoloujÐa (x) me èna stoiqeÐo. To eleÔjero monoeidèc F (X) èqei thn kajolikă idiìthta gia to X . PrĹgmati, dojèntoc enìc monoeidoÔc (M, ∗) kai g : X → M, upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh g̃ : F (X) → M ÿste

g̃(x_1, ..., x_n) = g(x_1) ∗ ... ∗ g(x_n)

(h kenă akoloujÐa apeikonÐzetai sto oudètero stoiqeÐo tou M ).

(2)JewroÔme thn algebrikă kathgorÐa Grp twn omĹdwn kai twn omomorfismÿn omĹdwn. OmoÐwc kai edÿ, o algebrikìc sunarthtăc U : Grp → Set pou apeikonÐzei mia omĹda G sto sÔnolo forèa autăc, èqei aristerĹ prosarthmèno ton sunarthtă F pou orÐzetai wc exăc:

Dojèntoc enìc sunìlou X ,kataskeuĹzoume to eleÔjero monoeidèc M epÐ tou sunìlou X ∐ X. Proc apofugă sugqÔsewc, gia kĹje x ∈ X, sumbolÐzoume me x^+ kai x^− tic duo {parousÐec} tou entìc tou X ∐ X. H eleÔjerh omĹda F (X) gia to X eÐnai to phlÐko tou M prìc th sqèsh isodunamÐac pou orÐzetai wc exăc:

(x^+, x^−) ∼ ( )

ìpou ( ) eÐnai h kenă akoloujÐa .

H prĹxh thc omĹdac eÐnai Ðdia me aută pou orÐzetai sto M. OrÐzetai mia apeikìnish i : X → F (X) pou apeikonÐzei to x ∈ X sto [(x^+)] ∈ F (X), dhladă sthn klĹsh isodunamÐac thc akoloujÐac pou apoteleÐtai apì to x. ApodeiknÔetai oti to F (X) èqei thn kajolikă idiìthta gia to X.

(3)’Estw Ab h kathgorÐa me antikeÐmena tic abelianèc omĹdec kai morfismoÔc touc omomorfismoÔc omĹdwn. O algebrikìc sunarthtăc U : Ab → Set, ìpwc kai sta prohgoÔmena paradeÐgmata, èqei aristerĹ prosarthmèno èna sunarthtă F : Set → Ab pou orÐzetai wc exăc:

Dojèntoc enìc X, F (X) = {(z_x)_{x∈ X} /{x/z_x ≠ 0}eÐnai peperasmèno } Me Ĺlla lìgia F (X) = ∐ x∈ X

(Z, +) = ⨁ x∈ X

(Z, +)

H F (X) eÐnai profanÿc abeliană omĹda.

UpĹrqei mia apeikìnish i : X → F (X) pou apeikonÐzei to x_0 sthn akoloujÐa (z_x)_{x∈ X} ìpou z_{x0} = 1 kai oi upìloipoi ìroi eÐnai Ðsoi me to 0. DojeÐshc miac abelianăc omĹdac (A, +) kai miac apeikìnishc f : X → A, upĹrqei mia monadikă paragontopoÐhsh

g : F (X) → A ÿste g((z_x)_{x∈ X} ) = ∑ x∈ X

z_xf(x)

kai o orismìc autìc èqei nìhma afoÔ mìno peperasmènou plăjouc z_x eÐnai mh mhdenikĹ. Profanÿc h F (X) èqei thn kajolikă idiìthta gia to X.

(4)JewroÔme thn kathgorÐa Rng me antikeÐmena touc monadiaÐouc kai antimetajetikoÔc daktÔliouc kai morfismoÔc touc omomorfismoÔc daktulÐwn. OmoÐwc gia ton U : Rng → Set upĹrqei o aristerĹ prosarthmènoc tou pou orÐzetai wc exăc:

Dojèntoc enìc sunìlou X, F (X) eÐnai o daktÔlioc poluwnÔmwn Z[x_1, ..., x_n] ìpou x_i, i = 1, ..., n, ... eÐnai ta diĹfora stoiqeÐa tou X. H apeikìnish i : X → F (X) apeikonÐzei to stoiqeÐo x sto poluÿnumo x. Dojèntoc enìc daktulÐou (A, +, ∗) kai miac apeikìnishc f : X → A , upĹrqei mia monadikă paragontopoÐhsh g : F (X) → A ÿste

g(p) = p(f(x_1), ..., f(x_n), ...)

gia kĹje poluÿnumo p(x_1, ..., x_n, ...) ∈ F (X). Me th boăjeia autăc apodeiknÔetai oti to F (X) èqei thn kajolikă idiìthta gia to X .

(5)JewroÔme thn kathgorÐa R-Mod twn aristerÿn R-modules ìpou R daktÔlioc. O U : R-Mod → Set èqei aristerĹ prosarthmèno to sunarthtă F : Set → R-Mod pou orÐzetai wc exăc: Dojèntoc enìc sunìlou X,

F (X) = ⨁ x∈ X R = ⨁ x R eÐnai to eleÔjero aristerì R-module. Me Ĺlla lìgia, to F (X) eÐnai to sÔnolo twn apeikonÐsewn f : X → R tètoiwn ÿste f(x) = 0 gia kĹje x ∈ X ektìc peperasmènou plăjouc. H prìsjesh sto F (X) kai h drĹsh tou R orÐzontai wc exăc:

•(f + g)(x) = f(x) + g(x)

•(rf)(x) = r · f(x)

OrÐzetai mia apeikìnish i : X → F (X) pou apeikonÐzei to x ∈ X sthn apeikìnish x̃ me:

x̃(x) = 1, x̃(y) = 0 ∀y ≠ x

Ean f ∈ ⨁ x R kai {x_1, ..., x_n} ⊂ X ÿste f(y) = 0 , ìtan to y den anăkei sto {x_1, ..., x_n}, tìte f = ∑ x∈ X

r_i · x̃_i. Profanÿc ean ∑ x∈ X

r_i · x̃_i = 0, tìte r_i = 0, i = 1, ..., n.

Sunepÿc to sÔnolo X̃ = {x̃/x ∈ X} apoteleÐ bĹsh tou ⨁ x R kajÿc kĹje stoiqeÐo autoÔ tou R-module eÐnai èna Ĺjroisma ∑ x∈ X

r_xx̃, peperasmèno afoÔ mìno peperasmènou plăjouc r_x eÐnai mh mhdenikĹ kai h isìthta ∑ x∈ X

r_xx̃ = 0

sunepĹgetai oti kĹje r_x = 0 .

Dojèntoc tÿra enìc aristeroÔ R-module M kai miac apeikìnishc h : X → M upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh g : ⨁ x R → M me g( ∑ x∈ X

r_xx̃) = ∑ x∈ X

r_xh(x)

H g eÐnai kalÿc orismènh kai profanÿc eÐnai omomorfismìc module. Ta parapĹnw apodeiknÔoun oti to ⨁ x R èqei thn kajolikă idiìthta gia to X.

Akoloujÿntac parìmoia diadikasÐa, mporoÔme na orÐsoume ton algebrikì sunarthtă F : Set → Mod-R ìpou Mod-R eÐnai h kathgorÐa twn dexiÿn Rmodules.

Paratărhsh AxÐzei na parathrăsoume oti o sunarthtăc F : Set → Ab den eÐnai Ĺlloc apì to sunarthtă pou apeikonÐzei dojèn sÔnolo X sto eleÔjero Z-module gia to X. Autì den eÐnai tuqaÐo afoÔ kĹje abeliană omĹda G eÐnai gnwstì oti mporeÐ na jewrhjeÐ wc èna Z-module G.

(6)JewroÔme tic kathgorÐec Ring kai Ab twn daktulÐwn kai twn abelianÿn omĹdwn antÐstoiqa. O sunarthtăc U : Ring → Ab kaleÐtai epilăsmwn afoÔ {xeqnĹ} ton pollaplasiasmì tou daktulÐou kai apeikonÐzei èna daktÔlio (K, +, ·, 0) sthn abeliană prosjetikă omĹda (K, +, 0). O U apodeiknÔetai eÔkola oti eÐnai algebrikìc sunarthtăc parìlo pou den eÐnai thc morfăc U : Mod_T → Set (ìpou T mia algebrikă jewrÐa), pou èqoume meletăsei wc tÿra.

PrĹgmati, jewroÔme èna sunarthtă σ : A → R, ìpou A, R oi algebrikèc jewrÐec twn abelianÿn omĹdwn kai twn daktulÐwn antÐstoiqa, pou orÐzetai wc exăc: Gia kĹje antikeÐmeno A^n thc A, σ(A^n) = R^n kai o σ diathreÐ peperasmèna ginìmena pou shmaÐnei oti apoteleÐ èna morfismì metaxÔ twn algebrikÿn jewriÿn A kai R. Ean α : A^2 → A eÐnai h mh tetrimmènh dimelăc apeikìnish pou antistoiqeÐ sthn prĹxh thc prìsjeshc pou diajètei kĹje abeliană omĹda, h σ(α) : σ(A^2) → σ(A) dhl. σ(α) : R^2 → R antistoiqeÐ sthn prĹxh thc prìsjeshc pou diajètei kĹje daktÔlioc. Ean β : A^0 → A kai γ : A^1 → A eÐnai oi apeikonÐseic pou isodunamoÔn antÐstoiqa me to oudètero kai to antÐjeto stoiqeÐo kĹje abelianăc omĹdac, omoÐwc tìte oi σ(β) : R^0 → R kai σ(γ) : R^1 → R isodunamoÔn antÐstoiqa me to oudètero kai to antÐjeto stoiqeÐo se kĹje daktÔlio. EÐnai gnwstì epÐshc oti ta axÐÿmata pou isqÔoun sth jewrÐa twn abelianÿn omĹdwn(kai ekfrĹzontai me th boăjeia antimetajetikÿn diagrammĹtwn), isqÔoun kai sth jewrÐa twn daktulÐwn.

JewroÔme to sunarthtă σ^∗ = − ∘ σ : Mod_R → Mod_A pou apeikonÐzei ena montèlo G ∈ Mod_R sto montèlo G ∘ σ ∈ Mod_A pou eÐnai tètoio ÿste G ∘ σ(A) = G(σ(A)) = G(R) Gia to sunarthtă U : Ring → Ab ă isodÔnama U : Mod_R → Mod_A gnwrÐzoume oti:

Gia kĹje montèlo G ∈ Mod_R to U(G) ∈ Mod_A eÐnai tètoio ÿste U(G)(A) = G(R) ’Ara èqoume oti U(G) = G ∘ σ sunepÿc oi sunarthtèc U kai − ∘ σ tautÐzontai apì ìpou prokÔpei Ĺmesa oti o U eÐnai algebrikìc sunarthtăc.

KatĹ sunèpeia o U : Ring → Ab wc algebrikìc sunarthtăc èqei aristerĹ prosarthmèno sunarthtă èstw T ton opoÐo orÐzoume sth sunèqeia.

’Estw (G, +) mia abeliană omĹda. H G wc gnwstìn eÐnai èna Z-module. OrÐzoume: • G^{(0)} = Z • G^{(l)} = G ⊗ G ⊗ · · · ⊗ G(l forèc) kai tic apeikonÐseic • π_{0,n} : Z ⊗ G^{(n)} → G^{(n)}, k ⊗ x → k · x • π_{n,m} : G^{(n)} ⊗ G^{(m)} → G^{(n+m)}, (x_1 ⊗ · · · ⊗ x_n) ⊗ (y_1 ⊗ · · · ⊗ y_m) → x_1 ⊗ · · · ⊗ x_n ⊗ y_1 ⊗ · · · ⊗ y_m • T (G) =^∞ ⨁ i=0 G^{(i)} = Z ⊕ G ⊕ G^2 ⊕ · · · ’Omwc to ⊕(G^i ⊗ G^j)eÐnai to sun-ginìmeno twn G^{(i)} ⊗ G^{(j)} sunepÿc lambĹnoume ènan omomorfismì π^′ : ⊕(G^i ⊗ G^j ) → T (G)

GnwrÐzoume epÐshc oti T (G) ⊗ T (G) = (⊕G^{(i)}) ⊗ (⊕G^{(j)}) ∼= (G^{(i)} ⊗ G^{(i)}) Me th boăjeia thc teleutaÐac lambĹnoume ènan omomorfismì π : T (G) ⊗ T (G) → T (G) Me th boăjeia tou π tÿra orÐzoume mia prĹxh ∗ entìc tou T (G) wc exăc: x ∗ y = π(x ⊗ y) Profanwc 1 ∗ x = x ∗ 1 = x H prĹxh aută eÐnai profanÿc eswterikìc nìmoc tou T (G). IsqÔei h epimeristikă idiìthta afoÔ x∗(y+Z) = π[x⊗(y+z)] = π(x⊗y+x⊗z) = π(x⊗y)+π(x⊗z) = x∗y+x∗z OmoÐwc kai (y + z) ∗ x = y ∗ x + z ∗ x H ∗ eÐnai epÐshc prosetairistikă. Gia na to deÐxoume autì arkeÐ na jumhjoÔme oti kĹje stoiqeÐo tou T (G) eÐnai èna Ĺjroisma ìrwn thc morfăc k, k ∈ Z kai stoiqeÐwn thc morfăc x_1 ⊗ x_2 ⊗ · · · ⊗ x_m . EÐnai arketì loipìn na deÐxoume thn prosetairistikìthta se sqèsh me autèc tic morfèc afoÔ h prosetairistikìthta sto Ĺjroisma prokÔptei Ĺmesa me th qrăsh thc epimeristikăc idiìthtac.

Gia thn prÿth morfă:

(x ∗ y) ∗ z = (k ∗ y) ∗ z = π(k ⊗ y) ∗ z = k ·y ∗z = (y +y +.....+y)∗z = π[(y +y +...+y)⊗z] = π(y ⊗z +...+y ⊗z) = π(y ⊗z)+...+π(y ⊗z) = y ∗z +...+y ⋆z = k(y ∗z) = π[k ⊗(y ∗z)] = x∗(y ∗z) Gia th deÔterh morfă:

(x ∗ y) ∗ z = [(x_1 ⊗ ... ⊗ x_m) ∗ (y_1 ⊗ ... ⊗ y_n)] ∗ (z_1 ⊗ ... ⊗ z_p) = π[(x_1 ⊗ ... ⊗ x_m) ⊗ (y_1 ⊗ ... ⊗ y_n)] ∗ (z_1 ⊗ ... ⊗ z_p) = (x_1 ⊗ ... ⊗ x_m ⊗ y_1 ⊗ ... ⊗ y_n) ∗ (z_1 ⊗ ... ⊗ z_p) π[(x_1 ⊗ ... ⊗ x_m ⊗ y_1 ⊗ ... ⊗ y_n) ⊗ (z_1 ⊗ ... ⊗ z_p)] =

x_1 ⊗ ... ⊗ x_m ⊗ y_1 ⊗ ... ⊗ y_n ⊗ z_1 ⊗ ... ⊗ z_p = x ∗ y ∗ z

DeÐxame loipìn oti o (T (G), +, ∗) eÐnai daktÔlioc. UpĹrqei profanÿc o egleismìc i : G → T (G) . Dojèntoc enìc daktulÐou (A, +, ·) kai enìc omomorfismoÔ omĹdwn f : (G, +) → (A, +) upĹrqei monadikìc omomorfismìc daktulÐwn f̃ : T (G) → (A, +, ·) pou paragontopoieÐ ton f. PrĹgmati orÐzoume ènan omomorfismì f^{(n)} : G^{(n)} → A ÿste

• f^{(1)} = f

• O f^{(i)} eÐnai h parakĹtw sÔnjesh

G^{(i−1)} ⊗ G^{f (i−1)⊗f}−→ A ⊗ A^{x⊗y→xy}−→ A

• O f^{(0)} : Z → A eÐnai o k → k · 1

Tìte èqoume f^{(n)}(x_1 ⊗ ... ⊗ x_n) = f(x_1) · ... · f(x_n)

EpĹgetai me autìn ton trìpo ènac omomorfismìc daktulÐwn f^∗ : T (G) → A o opoÐoc sumpÐptei me ton f^{(n)} se kĹje G^{(n)} gia n = 0, 1, ...,. O f^∗ eÐnai loipìn h zhtoÔmenh paragontopoÐhsh tou f kai sunepÿc o T (G) èqei thn kajolikă idiìthta gia th G.

Paratărhsh To gegonìc oti o T eÐnai aristerĹ prosarthmènoc tou U mporeÐ na axiopoihjeÐ gia na apodeÐxoume algebrikèc idiìthtec pou h apìdeixh touc apaiteÐ epÐponh ergasÐa me to sunăjh trìpo. Gia parĹdeigma, efìson o T èqei dexiĹ prosarthmèno gnwrÐzoume oti diathreÐ ìla ta sunìria (bl.Prìtash 1.14) Ĺra kai ìla ta sun-ginìmena opìte isqÔei:

T (G_1 ∐ G_2) = T (G_1) ∐ T (G_2) (1)

’Omwc to sun-ginìmeno stic kathgorÐec Ab kai Ring eÐnai to eujÔ ginìmeno abelianÿn omĹdwn kai to tanustikì ginìmeno daktulÐwn antÐstoiqa. An lĹ-

boume epÐshc upìyhn oti T (G) =^∞ ⨁ i=0 G^{(i)} h sqèsh (1) paÐrnei th morfă: ∞⨁ i=0 (G_1 ⊕ G_2)^{(i)} = ( ∞⨁ i=0 G^{(i)}_1 ) ⊗ ( ∞⨁ i=0 G^{(i)}_2 ) (2) pou eÐnai fanerì oti apaiteÐ diexodikă ergasÐa gia na apodeiqjeÐ algebrikĹ.

(7)JewroÔme tic kathgorÐec Grp kai Ab twn omĹdwn kai abelianÿn omĹdwn antÐstoiqa. O epilăsmwn sunarthtăc U : Ab → Grp eÐnai algebrikìc sunepÿc èqei aristerĹ prosarthmèno sunarthtă. Prìkeitai gia ton sunarthtă F : Grp → Ab pou orÐzetai wc exăc:

• DojeÐshc miac omĹdac G , F (G) eÐnai h omĹda G/G^′, ìpou G^′ h parĹgwgoc omĹda thc G. H G/G^′ eÐnai profanÿc abeliană afoÔ gia x, y ∈ G èqoume :

xG^′ · yG^′ = yG^′ · xG^′ ⇔ xyG^′ = yxG^′ ⇔ x^{−1}y^{−1}xyG^′ = G^′ ⇔

x^{−1}y^{−1}xy ∈ G^′ ⇔ [x^{−1}, y^{−1}] ∈ G^′

pou isqÔei.

• OrÐzetai h apeikìnish i : G → F (G) me i(x) = xG^′ , ∀ x ∈ G . DojeÐshc miac abelianăc omĹdac A kai enìc omomorfismoÔ f : G → A upĹrqei monadikìc omomorfismìc

f̄ : G/G^′ → A, f̃(xG^′) = f(x) ∀x ∈ G

ÿste f = f̃ ∘ F . H f̃ èqei orisjeÐ kalÿc kai èinai monadikă ek kataskeuăc. H G/G^′ èqei sunepÿc thn kajolikă idiìthta gia th G .

(8)JewroÔme tic kathgorÐec twn daktulÐwn kai twn daktulÐwn tou Lie, Ring kai L − Ring antÐstoiqa. Dojèntoc enìc daktulÐou R orÐzetai ènac daktÔlioc tou Lie me Z-module thn abeliană omĹda (R, +, 0) kai mia digrammikă apeikìnish (x, y) → [x, y] ∈ R ÿste [x, y] = xy − yx h opoÐa ikanopoieÐ tic sqèseic:

• [x, x] = 0

• [[xy]z] + [[yz]x] + [[zx]y] = 0

LambĹnoume ètsi èna sunarthtă G : Ring → L − Ring apì thn kathgorÐa twn daktulÐwn sthn kathgorÐa twn daktulÐwn tou Lie . ApodeiknÔetai oti o G eÐnai algebrikìc kai exaitÐac autoÔ èqei ènan aristerĹ prosarthmèno sunarthtă.

’Estw F o aristerĹ prosarthmènoc tou, ton opoÐo kai ja orÐsoume. Me diadikasÐa ìmoia me aută tou paradeÐgmatoc (6), gia èna tuqaÐo daktÔlio tou Lie, èstw L, orÐzoume to

T (L) = Z ⊕ L ⊕ L^2 ⊕ ...

kai x ∗ y = π(x ⊗ y), ∀ x, y ∈ T (L)

ÿste to (T (L), +, ∗) na apoteleÐ èna daktÔlio. ’Estw B to ideÿdec tou pou gennĹtai apì ìla ta stoiqeÐa thc morfăc

[xy] − x ⊗ y − y ⊗ x ∀ x, y ∈ L

To sÔnolo F (L) := T (L)/B

apoteleÐ daktÔlio. O egkleismìc i^′ : L → T (L) epĹgei mia apeikìnish i : L → F (L), i : x → x + B. Dojèntoc enìc daktulÐou tou Lie A kai enìc module omomorfismoÔ f : L → A upĹrqei monadikìc module omomorfismìc f̃ : F (L) → A pou paragontopoieÐ ton f kai f̃(x + B) = f(x) . O F (L) èqei sunepÿc thn kajolikă idiìthta gia ton L.

KefĹlaio 7

ELEUJERA GENNWMENA MONTELA

Sto kefĹlaio autì ja deÐxoume oti h kathgorÐa Mod_T èqei mia puknă oikogèneia probolikÿn gennhtìrwn. Prin proqwrăsoume ìmwc sthn apìdeixh autăc thc idiìthtac eÐnai anagkaÐo na dÿsoume touc sqetikoÔc orismoÔc.

7.1 Orismìc. ’Ena antikeÐmeno P miac kathgorÐac C kaleÐtai probolikì ìtan dojèntoc enìc isquroÔ epimorfismoÔ p : X → Y me X, Y ∈ C_0 kai enìc morfismoÔ f : P → Y upĹrqei paragontopoÐhsh g : P → X ÿste f = p ∘ g

X^p � Y P g � � � �^f �

7.2 Orismìc. ’Estw C mia kathgorÐa. Mia oikogèneia (G_i)_{i∈ I} antikeimènwn thc C kaleÐtai oikogèneia gennhtìrwn autăc ìtan dojèntwn duo parĹllhlwn morfismÿn u, v : A ⇒ B sthn C isqÔei:

∀ i ∈ I, ∀ g : G_i → A u ∘ g = v ∘ g ⇒ u = v

’Otan h oikogèneia (G_i)_{i∈ I} apoteleÐtai apì èna mìno antikeÐmeno G, tìte autì kaleÐtai gennătorac thc C.

7.3 Orismìc. ’Estw C mia kathgorÐa kai (G_i)_{i∈ I} mia oikogèneia antikeimènwn thc. ’Estw G h plărhc upokathgorÐa thc C pou gennĹtai apì ta G_i kai G/C h plărhc upokathgorÐa thc C/C pou gennĹtai apì ta antikeÐmena thc morfăc f_i : G_i → C . H oikogèneia (G_i)_{i∈ I} kaleÐtai puknă oikogèneia gennhtìrwn ìtan gia kĹje antikeÐmeno C ∈ C to sunìrio tou sunarthtă

Γ^C : G/C → C, (f : G_i → C) → G_i eÐnai to (C, (f)_{f∈ G/C} ). ’Otan h oikogèneia (G_i)_{i∈ I} apoteleÐtai apì èna mìno antikeÐmeno G, tìte autì onomĹzetai puknìc gennătorac.

7.4 Orismìc. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa , U : Mod_T → Set o antÐstoiqoc epilăsmwn sunarthtăc kai F : Set → Mod_T o aristerĹ prosarthmènoc tou.

(1)EleÔjero T -montèlo kaleÐtai, mèqric isomorfismoÔ, èna montèlo thc morfăc F (X) gia kĹpoio sÔnolo X .

(2)Peperasmèna gennÿmeno T -montèlo kaleÐtai èna montèlo M pou eÐnai phlÐko enìc eleÔjerou montèlou F (n), gia kĹpoio peperasmèno sÔnolo n.

(3)Peperasmèna parastĹsimo T -montèlo kaleÐtai èna montèlo M pou mporeÐ na prokÔyei wc sunexiswtăc enìc diagrĹmmatoc

F (m) ⇒ F (n) → M

ìpou ta m, n eÐnai peperasmèna sÔnola.

7.5 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. O eleÔjeroc sunarthtăc F : Set → Mod_T diathreÐ monomorfismoÔc.

Apìdeixh ’Estw i : X ↣ Y mia apeikìnish èna proc èna sth Set. • Ean X ≠ ∅ jewroÔme thn antÐstrofh apeikìnish r : Y → X (ean h i den eÐnai epÐ jewroÔme thn i : i(X) → X) ’Eqoume r ∘ i = 1_X ⇒ F (r) ∘ F (i) = 1_{F (X)}

pou apodeiknÔei oti o F (i) eÐnai monomorfismìc.

• Ean X = ∅, pou apoteleÐ to arqikì antikeÐmeno sth Set, tìte to F (X) = F (∅) eÐnai to arqikì antikeÐmeo sth Mod_T . DiakrÐnoume duo periptÿseic.

(a)Ean UF (∅) = ∅ tìte h apeikìnish UF (∅) → UF (Y ) eÐnai èna proc èna kai sunepÿc o F (∅) → F (Y ) eÐnai monomorfismoìc afoÔ o U anaklĹ monomorfismoÔc.

(b)Ean UF (∅) ≠ ∅ kĹje apeikìnish Y → UF (∅) epĹgei lìgw prosĹrthshc ènan t : F (Y ) → F (∅). ’Eqoume

F (∅)^{t∘F (i)}−→ F (∅) kai lìgw tou oti to F (∅) eÐnai arqikì antikeÐmeno sth Mod_T ja prèpei t ∘ F (i) = 1_{F (∅)} pou shmaÐnei oti o F (i) eÐnai monomorfismìc.■

7.6 Lămma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. KĹje eleÔjero montèlo F (X) mporeÐ na grafeÐ wc filtrarismèno sunìrio wc exăc:

F (X) = colim_{n⊂X} F (n)

ìpou to n diatrèqei ta peperasmèna sÔnola tou X .

Apìdeixh GnwrÐzoume oti èna sÔnolo X sthn Set mporeÐ na grafeÐ wc X = colim_{n⊂X} n kai lìgw tou oti o F diathreÐ sunìria èqoume Ĺmesa to zhtoÔmeno.■

7.7 Lămma. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Ta peperasmèna gennÿmena eleÔjera montèla eÐnai, mèqric isomorfismoÔ, ta montèla F (n) gia peperasmèna sÔnola n.

Apìdeixh ’Estw F (X) èna peperasmèna gennÿmeno eleÔjero montèlo pou eÐnai phlÐko enìc F (n) ìpou n peperasmèno sÔnolo. ’Estw q : F (n) → F (X) o antÐstoiqoc omalìc epimorfismìc. Apì to prohgoÔmeno lămma èqoume oti

F (X) = colim_{m⊂X} F (m)

me to m na diatrèqei ta peperasmèna sÔnola tou X.

Gia kĹje i ∈ {1, ..., n} to stoiqeÐo U(q) ∘ η_n(i) mporeÐ na jewrhjeÐ wc stoiqeÐo enìc sunìlou thc morfăc UF (m_i), gia kĹpoio peperasmèno sÔnolo m_i ⊂ X. PrĹgmati autì eÐnai fanerì ean skeftoÔme oti sthvSet ja eÐnai:

UF (X) = colim_{m⊂X} UF (m) = •⋃ m⊂X (UF (m))

Lìgw tou oti to i paÐrnei timèc apì 1 ewc n, mporoÔme na jewrăsoume èna sÔnolo UF (m_j ) pou ja perièqei ìla autĹ ta stoiqeÐa kai autì ja eÐnai to UF (m) ìpou m h ènwsh ìlwn twn m_i. ’Estw μ : m → X o antÐstoiqoc egkleismìc. EpĹgetai profanÿc ènac morfismìc u : n → UF (m) kai lìgw tou oti to (F (n), η_n) eÐnai h anĹklash tou n mèsw tou U ,upĹrqei monadikìc morfismìc v : F (n) → F (m) ÿste u = U(v) ∘ η_n.

Gia ton Ðdio lìgo èqoume thn antimetajetikìthta tou tetragÿnou tou diagrĹmmatoc 7.1 n η_n � u � UF (m)

UF (μ) � UF (n)

U(v) � � � � U(q)

� UF (x)

DiĹgramma 7.1 ìpou UF (X) = colim_{m⊂X} UF (m)

UF (μ) ∘ u = U(q) ∘ η_n ’Eqoume loipìn:

UF (μ) ∘ U(v) ∘ η_n = UF (μ) ∘ u = U(q) ∘ η_n ⇒ U(F (μ) ∘ v) ∘ η_n = U(q) ∘ η_n Apì th sunjăkh monadikìthtac ston orismì thc anĹklashc èqoume F (μ) ∘ v = q Epeidă o q eÐnai omalìc epimorfismìc to Ðdio ja isqÔei kai gia ton F (μ). O F (μ) eÐnai epÐshc monomorfismìc afoÔ o μ eÐnai monomorfismìc kai o F diathreÐ monomorfismoÔc. Ek twn duo teleutaÐwn idiotătwn tou F (μ) prokÔptei oti eÐnai isomorfismìc kai sunepÿc ta F (X) kai F (m) eÐnai isì- morfa.■ 7.8 Prìtash. Mia algebrikă jewrÐa T eÐnai isodÔnamh me th duikă thc plărouc upokathgorÐac thc Mod_T , ta antikeÐmena thc opoÐac eÐnai ta peperasmèna gennÿmena eleÔjera montèla.

Apìdeixh Apì autĹ pou èqoume pei wc tÿra eÐnai fanerì oti to eleÔjero montèlo F (n) eÐnai akribÿc o sunarthtăc hom_T (T^n, −) apì ìpou prokÔptei oti:

hom_{ModT} (F (n), F (m)) ∼= Nat(hom_T (T^n, −), hom_T (T^m, −)) EpÐshc me Ĺmesh efarmogă tou lămmatoc tou Yoneda èqoume thn isodunamÐa:

Nat(hom_T (T^n, −), hom_T (T^m, −)) ∼= hom_T (T^m, T^n) Apì tic duo teleutaÐec isodunamÐec prokÔptei to zhtoÔmeno: hom_T (T^m, T^n) ∼= Mod_T (F (n), F (m))■ 7.9 Prìtash. Ta eleÔjera montèla miac algebrikăc jewrÐac T eÐnai probolikĹ antikeÐmena thc kathgorÐac Mod_T .

Apìdeixh ’Estw èna eleÔjero montèlo F (X), ènac isqurìc epimorfismìc p : M → N sth Mod_T kai ènac morfismìc f : F (X) → N. ArkeÐ na deÐxoume oti upĹrqei paragontopoÐhsh f = p ∘ h me h : F (X) → M. H U(p) : U(M) → U(N) sthn kathgorÐa Set lìgw tou oti o p eÐnai epimorfismìc ja eÐnai apeikìnish epÐ. Apì to axÐwma thc epilogăc ja èqei mia tmăsh s : U(N) ↣ U(M).

Lìgw prosĹrthshc o f epĹgei èna morfismì g : X → U(N). OmoÐwc h sÔnjesh s ∘ g : X → U(M) epĹgei èna morfismì h : F (X) → M. ArkeÐ loipìn na deÐxoume oti f = p ∘ h. PĹli exaitÐac thc prosĹrthshc, isodÔnama arkeÐ na apodeÐxoume oti U(p) ∘ s ∘ g = g pou isqÔei afoÔ h s apoteleÐ tmăsh tou U(p).

F (X) f � � � � � h � M p � N

X g � � � � s∘g � U(M)

U(p) � U(N) ■ Paratărhsh SumbolÐzoume me η : 1_{Set} ⇒ UF kai ε : F U ⇒ 1_{ModT} touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc thc prosĹrthshc metaxÔ twn sunarthtÿn U kai F . H prosĹrthsh aută dÐnei thn antimetajetikìthta twn parakĹtw trigÿnwn. U 1_U � � � η∘U� UF U U∘ε � U F 1_F � � � F ∘η�

F UF ε∘F � F DiĹgramma 7.2

7.10 Lămma. O fusikìc metasqhmatismìc ε_M eÐnai omalìc epimorfismìc gia kĹje montèlo M.

Apìdeixh Apì to prÿto trÐgwno tou diagrĹmmatoc 7.2 eÐnai fanerì oti h apeikìnish U(ε_M ) eÐnai epÐ, dhladă omalìc epimorfismìc thc kathgorÐac Set. To Ðdio ja isqÔei gia ton ε_M gia kĹje montèlo sthn Mod_T afoÔ o U anaklĹ omaloÔc epimorfismoÔc.■

7.11 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa kai M, N duo T -montèla. Mia apeikìnish f : U(M) → U(N) èqei th morfă U(g) gia ènan(katfl anĹgkh monadikì) T -omomorfismì g : M → N ean kai mìno ean to tetrĹgwno tou diagrĹmmatoc 7.3 antimetatÐjetai.

Apìdeixh Ean f = U(g) ìpou g : M → N tìte to tetrĹgwno eÐnai antimetajetikì lìgw fusikìthtac tou ε.

Antistrìfwc, ac upojèsoume oti to tetrĹgwno eÐnai antimetajetikì. JewroÔme to diĹgramma 7.3 sth Mod_T .

P^{u1}⇒_{u2} F U(M)^{εM}−→ M h F (f) g Q^{v1}⇒_{v2} F U(N)^{εN}−→ N DiĹgramma 7.3

Ta u_1, u_2 kai v_1, v_2 eÐnai zeÔgh purăna twn ε_M kai ε_N antÐstoiqa. Me drĹsh tou U èqoume:

U(ε_N ) ∘ UF (f) ∘ U(u_1) = f ∘ U(ε_M ) ∘ U(u_1) = f ∘ U(ε_M ) ∘ U(u_2) = U(ε_N ) ∘ UF (f) ∘ U(u_2) O U ìmwc eÐnai pistìc sunepÿc isqÔei: ε_N ∘ F (f) ∘ u_1 = ε_N ∘ F (f) ∘ u_2 (1) Lìgw tou oti to v_1, v_2 eÐnai to zeÔgoc purăna tou ε_N , epĹgetai ènac morfismìc h ÿste F (f) ∘ u_1 = v_1 ∘ h F (f) ∘ u_2 = v_2 ∘ h O ε_M eÐnai omalìc epimorfismìc opìte ja eÐnai sunexiswtăc tou zeÔgouc purănatou u_1, u_2. Apì th sqèsh (1) eÐnai fanerì oti upĹrqei monadikìc morfismìc g : M → N ÿste ε_N ∘ F (f) = g ∘ ε_M .

Me drĹsh tou U kai sta duo mèlh kai lambĹnontac upìyh to diĹgramma 7.4 èqoume:

U(g) ∘ U(ε_M ) = U(ε_N ) ∘ UF (f) = f ∘ U(ε_M ) O U(ε_M ) eÐnai epimorfismìc sunepÿc h teleutaÐa isìthta dÐnei oti f = U(g) pou eÐnai akribÿc to zhtoÔmeno.

UF U(M)

U(ε_M ) �

UF (f)�

UF U(N)

U(ε_N ) � U(M)_f � U(N) DiĹgramma 7.4 ■ 7.12 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. KĹje T -montèlo M eÐnai phlÐko enìc eleÔjerou montèlou. Eidikìtera, to parakĹtw diĹgramma apoteleÐ diĹgramma sunexiswtă.

F UF U(M)

ε_{F U(M)} ⇒ F U(ε_M )

F U(M)^{εM}−→ M

Apìdeixh GnwrÐzoume ădh oti o ε_M eÐnai omalìc epimorfismìc sunepÿc to M eÐnai phlÐko tou eleÔjerou montèlou F U(M). Ja deÐxoume tÿra oti o ε_M eÐnai o sunexiswtăc twn ε_{F U(M)} kai F U(ε_M ).

F UF U(M)

F U(ε_M ) �

ε_{F U(M)}

� F U(M)

ε_M � F U(M)_{εM} � M

To tetrĹgwno tou sqămatoc antimetatÐjetai lìgw thc fusikìthtac tou ε. ’Eqoume loipìn ε_M ∘ F U(M) = ε_M ∘ ε_{F U(M)} pou shmaÐnei oti o ε_M sunexisÿnei touc duo morfismoÔc. ’Estw ènac morfismìc h : F U(M) → N ÿste

h ∘ ε_{F U(M)} = h ∘ F U(ε_M )

ArkeÐ na deÐxoume oti upĹrqei monadikìc morfismìc g : M → N ÿste h = g ∘ ε_M kai h apìdeixh ja èqei oloklhrwjeÐ.

Lìgw prosĹrthshc, o h antistoiqeÐ se èna morfismì f : U(M) → U(N) gia ton opoÐo isqÔoun oi sqèseic: h = ε_N ∘ F (f) kai f = U(h) ∘ η_{U(M)}

Apì thn fusikìthta tou η, tic trigwnikèc idiìthtec thc prosĹrthshc kai thn upìjesh mac gia ton h, prokÔptoun oi parakĹtw isìthtec:

f ∘ U(ε_M ) = (U(h) ∘ η_{U(M)}) ∘ U(ε_M ) = U(h) ∘ (η_{U(M)} ∘ U(ε_M )) =

= U(h) ∘ (UF U(ε_M ) ∘ η_{UF U(M)}) = (U(h) ∘ UF U(ε_M )) ∘ η_{UF U(M)} =

= (U(h) ∘ U(ε_{F U(M)})) ∘ η_{UF U(M)} = U(h) ∘ (U(ε_{F U(M)} ∘ η_{UF U(M)}) =

= U(h) ∘ 1_{UF U(M)} = U(h) = U((ε_N ∘ F (f)) = U(ε_N ) ∘ UF (f)

Apì to diĹgramma 7.3 kai me th qrăsh thc prohgoÔmenhc Prìtashc prokÔptei oti h f grĹfetai sth morfă U(g) ìpou g : M → N. ’Eqoume

f ∘ U(ε_M ) = U(h) ⇒ U(g) ∘ U(ε_M ) = U(h) ⇒ U(g ∘ ε_M ) = U(h) ⇒ g ∘ ε_M = h afoÔ o U eÐnai pistìc.

Epiplèon o g eÐnai monadikìc. PrĹgmati ean g^′ : M → N ènac Ĺlloc morfismìc ÿste h = g^′ ∘ ε_M èqoume g ∘ ε_M = g^′ ∘ ε_M ⇒ g = g^′ afoÔ o ε_M eÐnai epimorfismìc.■ 7.13 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Ta peperasmèna gennÿmena eleÔjera montèla apoteloÔn oikogèneia puknÿn gennhtìrwn thc Mod_T .

Apìdeixh Ja deÐxoume oti ta antikeÐmena hom(T^n, −) apoteloÔn oikogèneia puknÿn gennhtìrwn thc Mod_T . Gia to skopì autì arkeÐ na deÐxoume oti gia kĹje antikeÐmeno F ∈ Mod_T , to sunìrio tou sunarthtă

Γ^C : (hom(T^n, −) → F ) → hom(T^n, −)

eÐnai akribÿc to antikeÐmeno F .

Sthn kathgorÐa Fun(T , Set) gnwrÐzoume oti kĹje sunarthtăc grĹfetai wc sunìrio enìc kanonikoÔ diagrĹmmatoc ìlwn twn anaparastĹsimwn sunarthtÿn epÐ tou F . Dhl.

F = colim((hom(T^n, −) → F ) → hom(T^n, −)) H kathgorÐa Mod_T perièqei touc anaparastĹsimouc sunarthtèc kai èqei ìla ta mikrĹ sunìria sunepÿc h parapĹnw isìthta eÐnai alhjăc sth Mod_T kai to zhtoÔmeno apedeÐqjh.■

7.14 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. KĹje T -montèlo eÐnai h filtrarismènh ènwsh twn peperasmèna gennÿmenwn T -upomontèlwn tou.

Apìdeixh Gia kĹje antikeÐmeno (F (n), u) ∈ F/M jewroÔme thn epi-mono paragontopoÐhsh tou u : F (n) → M ìpwc faÐnetai sto diĹgramma 7.5

F (n) � � � � � u � M

Imu �

DiĹgramma 7.5

KĹje antikeÐmeno Imu wc phlÐko enìc F (n), eÐnai peperasmèna gennÿmeno upo-montèlo tou M. Sunepÿc èqoume

Imu ⊆ M ⇒ U(Imu) ⊆ U(M) ⇒ ∪(U(Imu)) ⊆ U(M)

JewroÔme tÿra to diĹgramma 7.6 kai èstw èna tuqaÐo x ∈ U(M).

1 � � � � η_1 �

UF (1)^{U(x̄)} � U(M)

U(Imx̄) � � � �

DiĹgramma 7.6

IsqÔei x = U(x̄)({∗}) ⇒ x ∈ U(Imx̄)

Sunepÿc h ènwsh ìlwn twn U(Imu) perièqei ìla ta stoiqeÐa tou U(M) kai isqÔei:

U(M) ⊆ ∪(U(Imu))

apì ìpou èqoume thn isìthta

U(M) = ∪(U(Imu))

Apì thn teleutaÐa prokÔptei oti

M(T ) = ∪(Imu(T )) ⇒ M(T ) = ∪(Imu)(T ) ⇒ M = ∪(Imu)

ArkeÐ tÿra na apodeÐxoume oti prìkeitai gia filtrarismènh ènwsh. ’Estw n, m peperasmèna sÔnola kai morfismoÐ u : F (n) → M, v : F (m) → M. ’Estw (u, v) o epagìmenoc morfismìc sto sun-ginìmeno

(u, v) : F (n + m) = F (n) ⊔ F (m) → M

JewroÔme to diĹgramma 7.7

F (n + M) −→ I(u, v)^i−→ M h id F (n) −→ I_u^j−→ M DiĹgramma 7.7

Apì thn Prìtash 1.24 èqoume oti upĹrqei h : I_u → I(u, v) ÿste to diĹgramma na eÐnai antimetajetikì. ’Eqoume j = i ∘ h kai o j eÐnai monomorfismìc sunepÿc o h eÐnai epÐshc monomorfismìc kai profanÿc I_u ⊂ I(u, v). OmoÐwc apodeiknÔetai oti I_v ⊂ I(u, v).■

Paratărhsh Me th mèqri stigmăc exoikeÐwsh mac me touc orismoÔc kai tic ènnoiec thc enìthtac autăc, mporoÔme na dikaiologăsoume ton ìro peperasmèna parastĹsimo montèlo. ’Estw loipìn èna montèlo M pou prokÔptei wc sunexiswtăc tou diagrĹmmatoc

F (m)^u⇒_v F (n)^q−→ M

ìpou ta m kai n eÐnai peperasmèna. Ta u, v antistoiqoÔn lìgw prosĹrthshc se apeikonÐseic ũ, ṽ : m ⇒ UF (n) sthn Set, dhladă se m-Ĺdec (u_1, ..., u_m), (v_1, ..., v_m) apì stoiqeÐa tou UF (n). ProkÔptei Ĺmesa oti to M eÐnai to phlÐko tou F (n) proc th mikrìterh sqèsh isodunamÐac epÐ thc Mod_T (isotimÐa), h opoÐa perièqei ta zeÔgh (u_i, u_i) gia i = 1, ..., m. To M loipìn eÐnai to montèlo pou prokÔptei apì:

• Peperasmènou plăjouc gennătorec:Ta stoiqeÐa tou sunìlou n .

• Peperasmènou plăjouc sqèseic u_i = v_i metaxÔ stoiqeÐwn pou parĹgontai apì autoÔc touc gennătorec.

Dikaiologhmèna, sunepÿc, gia to M qrhsimopoieÐtai o ìroc peperasmèna parastĹsimo.

7.15 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. Ta peperasmèna parastĹsima montèla apoteloÔn puknă oikogèneia gennhtìrwn thc Mod_T , kai eÐnai eustajă wc proc peperasmèna sunìria. Epiplèon kĹje T -montèlo eÐnai filtrarismèno sunìrio peperasmèna parastĹsimwn montèlwn.

Apìdeixh ArqikĹ ja deÐxoume oti h oikogèneia twn peperasmèna parastĹsimwn antikeimènwn apoteleÐ puknă oikogèneia gennhtìrwn thc Mod_T .

’Estw P h plărhc upokathgorÐa pou apoteleÐtai apì ta peperasmèna parastĹ- sima T -montèla. Dojèntoc enìc montèlou M, jewroÔme thn kathgorÐa P/M kai ton epilăsmona sunarthtă

φ : P/M → Mod_T , φ : (u : P → M) → P, ∀ P ∈ P

JewroÔme ton kanonikì kÿno

s(P, u) : φ(P, u) → M, s(P, u) = u

Ja deÐxoume oti to (M, s(P, u)) èqei thn kajolikă idiìthta, to opoÐo eÐnai profanÿc sun-kÿnoc.

’Estw ènac deÔteroc sun-kÿnoc epÐ tou φ:

t(P, u) : φ(P, u) → N

JewroÔme to morfismì t(F (n), u), n peperasmèno sÔnolo, o opoÐoc epĹgei mia monadikă paragontopoÐhsh g : M → N ÿste

g ∘ s(F (n), u) = t(F (n), u)

gia kĹje morfismì u : F (n) → M, afoÔ h oikogèneia twn eleÔjerwn peperasmèna gennÿmenwn antikeimènwn ădh gnwrÐzoume oti apoteleÐ puknă oikogèneia gennhtìrwn thc Mod_T . Dojèntoc enìc P ∈ P kai u : P → M jewroÔme ènan omalì epimorfismì p : F (m) → P , m peperasmèno sÔnolo. O p epĹgei ena morfismì p : (F (m), u ∘ p) → (P, u) sthn kathgorÐa P/M kai èqoume tic parakĹtw sqèseic:

t(P, u) ∘ p = t(F (m), u ∘ p)

efìson o (N, t(P, u)) eÐnai sun-kÿnoc.

t(F (m), u ∘ p) = g ∘ s(F (m), u ∘ p)

ìpwc anafèrjhke parapĹnw . EpÐshc

s(F (m), u ∘ p) = s(P, u) ∘ p efìson o (M, s(P, u)) eÐnai sun-kÿnoc. An sunduĹsoume tic parapĹnw sqèseic èqoume t(P, u) ∘ p = g ∘ s(P, u) ∘ p ⇒ t(P, u) = g ∘ s(P, u)

afoÔ o p eÐnai epimorfismìc.

O (M, s(P, u)) èqei sunepÿc thn kajolikă idiìthta pou ton kajistĹ ìrio tou φ kai apodeiknÔetai Ĺmesa to zhtoumeno. N M �

F (m)_p �

t(F (m),u∘p) �

� � � � P

t(P,u) �

s(P,u) � � � �

Apomènei na apodeÐxoume oti h P eÐnai eustajăc wc proc peperasmèna sunìria. Wc sunèpeia autoÔ h kathgorÐa P/M ja eÐnai filtrarismènh kai profanÿc kĹje T -montèlo ja eÐnai filtrarismèno sunìrio peperasmèna parastĹsimwn montèlwn.

• H P den eÐnai kenă afoÔ perièqei to arqikì antikeÐmeno F (∅). ’Estw tÿra P, Q duo peperasmèna parastĹsima montèla wc sunexiswtèc twn parakĹtw duo diagrammĹtwn antistoÐqwc.

F (m)^u⇒_v F (n)^p−→ P, F (k)^r⇒_s F (l)^q−→ Q

GnwrÐzoume oti to parakĹtw diĹgramma ja eÐnai epÐshc diĹgramma sunexiswtă

F (m) ⊔ F (k)^{u⊔r}⇒_{v⊔s} F (n) ⊔ F (l)^{p⊔q}−→ P ⊔ Q

Lìgw twn sqèsewn

F (m) ⊔ F (k) = F (m + k) F (n) ⊔ F (l) = F (n + l)

eÐnai fanerì oti to P ⊔Q eÐnai epÐshc peperasmèna parastĹsimo. DeÐxame loipìn oti h P eÐnai eustajăc wc proc peperasmèna sun-ginìmena. To zhtoÔmeno ja prokÔyei Ĺmesa ean deÐxoume oti h kathgorÐa P eÐnai eustajăc epÐshc wc proc sunexswtèc.

• jewroÔme to diĹgramma 7.8 ìpou oi stălec kai h teleutaÐa seirĹ apoteloÔn sunexiswtèc. Ta k, l, m, n eÐnai peperasmèna sÔnola sunepÿc ta P kai

Q eÐnai peperasmèna parastĹsima. To Ðdio kaloÔmeja na apodeÐxoume gia to R kai h apìdeixh thc Prìtashc ja eÐnai plărhc.

F (m) b � a � F (l) d � c � F (n + l) y⊔d � � � x⊔c � � � F (n)^x � y � p � F (k)_z � q � Z

P u � v � Q_r � m � � � � � R n �

DiĹgramma 7.8

To F (n) eÐnai probolikì antikeÐmeno sunepÿc mporoÔme na epilèxoume morfismoÔc x, y ÿste q ∘ x = u ∘ p, q ∘ y = v ∘ p JewroÔme to antikeÐmeno F (n + l) = F (n) ⊔ F (l) kai touc morfismoÔc

x ⊔ c, y ⊔ d : F (n + l) → F (k)

Ja deÐxoume oti r ∘ q = Coker(x ⊔ c, y ⊔ d) apì ìpou prokÔptei Ĺmesa to zhtoÔmeno. ’Eqoume

r ∘ q ∘ x = r ∘ (q ∘ x) = r ∘ (u ∘ p) = (r ∘ u) ∘ p = r ∘ (v ∘ p) = r ∘ q ∘ y

(r ∘ q) ∘ c = r ∘ (q ∘ c) = r ∘ (q ∘ d) = (r ∘ q) ∘ d O r ∘ q loipìn prĹgmati sunexisÿnei ta zeÔgh x, y kai c, d, sunepÿc kai to zeÔgoc x ⊔ c, y ⊔ d. ’Estw z : F (k) → Z ènac morfismìc pou sunexisÿnei epÐshc touc x ⊔ c kai y ⊔ d . Efìson z ∘ c = z ∘ d upĹrqei monadikìc morfismìc m : Q → Z ÿste z = m ∘ q . ’Eqoume

m ∘ u ∘ p = m ∘ q ∘ x = z ∘ x = z ∘ y = m ∘ q ∘ y = m ∘ v ∘ p ⇒

m ∘ u = m ∘ v efìson o p eÐnai epimorfismìc.

Lìgw thc teleutaÐac sqèshc upĹrqei monadikìc morfismìc n : R → Z ÿste m = n ∘ r. Gia ton z isqÔei: z = m ∘ q = n ∘ (r ∘ q) O n eÐnai o zhtoÔmenoc morfismìc kai h apìdeixh èqei oloklhrwjeÐ.■

7.16 Prìtash. ’Estw T mia algebrikă jewrÐa. ’Ena T -montèlo eÐnai peperasmèna parastĹsimo tìte kai mìno tìte ìtan o anaparastĹsimoc sunarth- tăc hom_{ModT} (M, −) : Mod_T → Set diathreÐ filtrarismèna sunìria.

Apìdeixh JewroÔme èna filtrarismèno sunìrio N = colimN_i sthn kathgorÐa Mod_T . Oi kanonkoÐ morfismoÐ s_i : N_i → N epĹgoun ènan sun-kÿno hom_{ModT} (M, s_i) kai sunepÿc mia paragontopoÐhsh

φ : colim hom_{ModT} (M, N_i) → hom_{ModT} (M, colimN_i)

Ac upojèsoume arqikĹ oti to montèlo M eÐnai peperasmèna parastĹsimo mèsw tou sunexiswtă F (m)^u⇒_v F (n)^q−→ M

ArkeÐ na deÐxoume oti o φ eÐnai isomorfismìc.

• Dojèntoc enìc morfismoÔ f : M → colimN_i, h sÔnjesh

f ∘ q : F (n) → colimN_i

lìgw prosĹrthshc dÐnei mia apeikìnish n → U(colimN_i) dhladă n stoiqeÐa x_1, ..., x_n ∈ U(colimN_i). Lìgw tou oti o U diathreÐ filtrarismèna sunìria èqoume U(colimN_i) = colimU(N_i) Me bĹsh thn Prìtash 1.8 ta n stoiqeÐa ja eÐnai klĹseic x̄_j , j = 1, ..., n pou lìgw thc idiìthtac tou fÐltrou, mporoÔme na upojèsoume oti anăkoun apì koinoÔ se èna sÔnolo U(N_{i0} ). EpĹgetai sunepÿc mia nèa apeikìnish n → U(N_{i0} ) kai ènac morfismìc g : F (n) → N_{i0} ÿste s_{i0} ∘ g = f ∘ q . Me to Ðdio skeptikì ìpwc kai parapĹnw oi morfismoÐ

g ∘ u : F (m) → N_{i0} , g ∘ v : F (m) → N_{i0}

antistoiqoÔn se m-Ĺdec y_1, ..., y_m kai z_1, ..., z_m apì stoiqeÐa tou U(N_{i0} ) . H isìthta s_{i0} ∘ g ∘ u = f ∘ q ∘ u = f ∘ q ∘ v = s_{i0} ∘ g ∘ v lìgw prosĹrthshc dÐnei thn isìthta twn parapĹnw stoiqeÐwn,dhladă

[y_k] = [z_k], k = 1, ..., m

Lìgw tou peperasmènou arijmoÔ autÿn twn isotătwn kai thc idiìthtac tou fÐltrou, upĹrqei èna sÔnolo N_{i1} sto diĹgramma tou sunorÐou ÿste na isqÔoun entìc autoÔ. Sunepÿc upĹrqei kai ènac morfismìc s : N_{i0} → N_{i1} ÿste

s(y_k) = s(z_k), k = 1, ..., m

Profanÿc ja isqÔei s∘g ∘u = s∘g ∘v pou me th seirĹ thc epĹgei mia monadikă paragontopoÐhsh h : M → N_{i1} mèsw tou sunexiswtă q twn u kai v. ’Eqoume s ∘ g = h ∘ q kai

s_{i1} ∘ h ∘ q = s_{i1} ∘ s ∘ g = s_{i0} ∘ g = f ∘ q ⇒ s_{i1∘h} = f afoÔ o q eÐnai epimorfismìc.

Autì shmaÐnei oti f = φ([h]) gia h ∈ hom_{ModT} (M, N_{i1} ) kai o φ eÐnai epÐ.

• Dojèntwn tÿra duo morfismÿn

h ∈ hom_{ModT} (M, N_{i1} ) kai k ∈ hom_{ModT} (M, N_{i2} ) me φ([h]) = φ([k]) mporoÔme na epilèxoume èna sÔnolo N_{i3} wc pedÐo timÿn twn h kai k. Oi duo morfismoÐ h ∘ q, k ∘ q : F (n) ⇒ N_{i3} antistoiqoÔn se duo n-Ĺdec a_1, ..., a_nkai b_1, ..., b_n entìc tou U(N_{i3} ) me bĹsh to skeptikì pou qrhsimopoiăsame prohgoumènwc.

Apì th sqèsh φ([h]) = φ([k]) èqoume s_{i3} ∘ h ∘ q = s_{i3} ∘ k ∘ q kai sunepÿc [a_j ] = [b_j ], j = 1, ..., n sto sunìrio. Lìgw thc idiìthtac tou fÐltrou, oi sqèseic [a_j ] = [b_j ] ìpou j = 1, ..., n isqÔoun se kĹpoio sÔnolo N_{i4} sto diĹgramma tou sunorÐou kai gia kĹpoio morfismì s^′ : N_{i3} → N_{i4} . Lìgw prosĹrthshc oi sqèseic autèc dÐnoun s^′ ∘ h ∘ q = s^′ ∘ k ∘ q ⇒ s^′ ∘ h = s^′ ∘ k afoÔ o q eÐnai epimorfismìc. s^′ ∘ h = s^′ ∘ k ⇒ [h] = [k] kai sunepÿc o φ eÐnai amfimonosămantoc.

Ja apodeÐxoume tÿra ton antÐstrofo isqurismì. ’Estw oti gia kĹje filtrarismèno sunìrio o φ eÐnai isomorfismìc. Efarmìzoume thn upìjesh aută sthn perÐptwsh tou filtrarismènou sunorÐou pou orÐzei èna T -montèlo M.

φ : colim hom_{ModT} (M, φ(P, u)) ∼= hom_{ModT} (M, colimφ(P, u)) = hom_{ModT} (M, M) H tautotikă sunĹrthsh tou M antistoiqeÐ sthn klĹsh isodunamÐac enìc morfismoÔ f : M → P . Sunepÿc h sÔnjesh s(P, u) ∘ f eÐnai h tautotikă sunĹrthsh tou M.

M^f−→ P = φ(P, u)^{s(P,u)=u}−→ M

To M apoteleÐ sustolă tou P kai to parakĹtw diĹgramma eÐnai diĹgramma sunexiswtă.

P^{1P}⇒_{f∘s(P,u)} P^{s(P,u)}−→ M

To s(P, u) sunexisÿnei ta 1_P kai f ∘ s(P, u) afoÔ

s(P, U) ∘ (f ∘ s(P, u)) = (s(P, u) ∘ f) ∘ s(P, u) = 1_M ∘ s(P, u)

= s(P, u) = s(P, u) ∘ 1_P

Ean tÿra upĹrqei mia h : P → M ÿste

h ∘ 1_P = h ∘ (f ∘ s(P, u))

tìte h = (h ∘ f) ∘ s(P, u)

dhladă h h paragontopoieÐtai mèsw thc h ∘ f.

To P eÐnai peperasmèna parastĹsimo montèlo. Gia ta montèla autoÔ tou eÐdouc gnwrÐzoume oti eÐnai eustajă wc proc sunexiswtèc. Sunepÿc to M pou prokÔptei apì diĹgramma sunexiswtă duo peperasmèna parastĹsimwn montèlwn, ja eÐnai kai autì peperasmèna parastĹsimo. Me to teleutaÐo sumpèrasma h apìdeixh thc prìtashc eÐnai plărhc.■

Ja apodeÐxoume sth sunèqeia oti kĹje algebrikìc sunarthtăc èqei aristerĹ prosarthmèno me efarmogă thc parakĹtw Prìtashc gia thn Ôparxh aristerĹ prosarthmènou prosarthtă.

7.17 Prìtash. ’Estw A mia topikÿc mikră kathgorÐa me ìria kai filtrarismèna sunìria pou diathroÔntai apì èna sunarthtă G : A → B entìc miac topikÿc peperasmèna parastĹsimhc kathgorÐac B. Ean h A èqei mia oikogèneia antikeimènwn G pou apoteleÐ sÔnolo gennhtìrwn, tìte o G : A → B èqei aristerĹ prosarthmèno sunarthtă F : B → A.

Apìdeixh Ja apodeÐxoume oti gia kĹje antikeÐmeno B ∈ B, upĹrqei èna antikeÐmeno F (B) kai mia apeikìnish η_B : B → G(F B) me thn idiìthta kĹje morfismìc g : B → G(A) na èqei monadikă paragontopoÐhsh f : F (B) → A me g = G(f) ∘ η_B. Ean to B mporeÐ na grafeÐ wc filtrarismèno sunìrio, dhladă B = colim_{i∈ I} B_i kai ta parapĹnw isqÔoun gia kĹje B_i, i ∈ I, tìte apodeiknÔetai eÔkola oti isqÔoun kai gia to B. MĹlista, ean gia kĹje apeikìnish a : i → j ∈ Morph(I), orÐsoume ton F_a ÿste to parakĹtw tetrĹgwno na eÐnai antimetajetikì, B_i ⌜a⌝ � � G(F B_i)

GF_a � B_j � G(F B_j)

tìte to filtrarismèno sunìrio colim_{i∈ I} F B_i èqei nìhma. OrÐzoume sunepÿc

F (B) = colim_{i∈ I} F B_i

Lìgw tou oti o G diathreÐ filtrarismèna sunìria èqoume thn kanonikă apeikìni- sh B = colimB_i → colimG(F B_i) ∼= G(colimF B_i) An jèsoume wc η_B thn teleutaÐa apeikìnish eÐnai eÔkolo na apodeÐxoume oti èqei th zhtoÔmenh idiìthta.

Me bĹsh to prohgoÔmeno sumpèrasma kai to gegonìc oti h B eÐnai topikÿc peperasmèna parastĹsimh gia thn oloklărwsh thc apìdeixhc arkeÐ na exasfalÐsoume thn Ôparxh tou zeÔgouc (F (B), η_B) gia èna peperasmèna parastĹsimo antikeÐmeno B thc B. Lìgw tou oti h A èqei ìria kai o G ta diathreÐ, mporoÔme na efarmìsoume to Jeÿrhma Prosarthmènou Sunarthtă(Jeÿrhma 1.16) gia to B. AnazhtoÔme sunepÿc thn Ôparxh enìc sunìlou

{g_i : B → G(A_i) i ∈ I}

me thn idiìthta gia kĹje morfismì g : B → G(A) na upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh f : A_i → A gia kĹpoio i ∈ I ÿste g = G(f) ∘ g_i. To

{B → G(A), A ∈ G}

eÐnai èna tètoio sÔnolo. PrĹgmati, kĹje A ∈ A grĹfetai wc filtrarismèno sunìrio antikeimènwn thc G, dhladă

A = colim_{k∈ K} A_k

me sun-kÿno {i_k : A_k → A, k ∈ K} O G diathreÐ filtrarismèna sunìria sunepÿc èqoume

G(A) = colim_{k∈ K} G(A_k) kai {G(i_k) : G(A_k) → G(A), k ∈ K} o sun-kÿnoc tou sunorÐou. Dojèntoc enìc morfismoÔ g : B → G(A), lìgw tou oti to B eÐnai peperasmèna parastĹsimo, o g paragontopoieÐtai mèsw miac ek twn apeikonÐsewn tou sun-kÿnou. Dhladă

g : B → G(A_k)^{G(ik )}−→ G(A)

gia kĹpoio k ∈ K kai A_k ∈ G.■

7.18 Pìrisma. KĹje algebrikìc sunarthtăc èqei aristerĹ prosarthmèno.

Apìdeixh GnwrÐzoume oti kĹje algebrikă kathgorÐa eÐnai topikĹ mikră, plărhc kai sun-plărhc. Epiplèon h oikonèneia twn peperasmèna parastĹsimwn montèlwn eÐnai sÔnolo gennhtìrwn thc kathgorÐac kai kĹje T -montèlo eÐnai filtrarismèno sunìrio peperasmèna parastĹsimwn montèlwn. Sunepÿc kĹje algebrikă kathgorÐa eÐnai topikÿc peperasmèna parastĹsimh. Lìgw tou oti kĹje algebrikìc sunarthtăc diahtreÐ ìria kai filtrarismèna sunìria me efarmogă thc prohgoÔmenhc Prìtashc prokÔptei Ĺmesa to zhtoÔmeno.

KefĹlaio 8 QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN

Se autì to kefĹlaio ja sunoyÐsoume tic idiìthtec miac algebrikăc kathgorÐac. Me autìn ton trìpo ja tic qarakthrÐsoume kai ja apodeÐxoume pwc an mia tuqaÐa kathgorÐa èqei autèc tic idiìthtec tìte apoteleÐ algebrikă kathgorÐa pou antistoiqeÐ se mia algebrikă jewrÐa. To parakĹtw jeÿrhma apoteleÐ kritărio gia autìn akribÿc to skopì.

8.1 Jeÿrhma. ’Estw C mia kathgorÐa kai U : C → Set ènac sunarthtăc. Oi sunjăkec (I) kai (II) eÐnai isodÔnamec:

(I) H C eÐnai isodÔnamh me thn kathgorÐa twn montèlwn miac algebrikăc jewrÐac T kai o U eÐnai o antÐstoiqoc epilăsmwn sunarthtăc. (II) Oi exăc sunjăkec ikanopoioÔntai: (a) H C èqei sunexiswtèc kai zeÔgh purănwn. (b) O U èqei aristerĹ prosarthmèno F . (g) O U anaklĹ isomorfismoÔc. (d) O U diathreÐ omaloÔc epimorfismoÔc. (e) O UF diathreÐ filtrarismèna sunìria.

68 KEF§ALAIO 8. QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN

Upo autèc tic sunjăkec, h T^{op} eÐnai isodÔnamh me thn plărh upokathgorÐa thc C pou genniètai apì ta antikeÐmena F (n), ìpou to n diatrèqei ta peperasmèna sÔnola.

T^{op} ∼= {F (0), F (1), F (2), ...} ă T ∼= {F (0), F (1), F (2), ...}^{op}

Sunepÿc Mod_T ∼= P r({F (0), F (1), ...}^{op}, Set)

Apìdeixh ’Estw oti h C eÐnai isodÔnamh me thn kathgorÐa montèlwn Mod_T miac algebrikăc jewrÐac T , tìte oi sunjăkec (a) wc (d) ikanopoioÔntai me bĹsh ìsa èqoume anafèrei sta prohgoÔmena kefĹlaia. O U diathreÐ filtrarismèna sunìria kai sÔmfwna me thn Prìtash 1.14 to Ðdio isqÔei kai gia ton F sunepÿc h sunjăkh (e) ikanopoieÐtai. O teleutaÐoc isqurismìc gia th duikă kathgorÐa thc T prokÔptei Ĺmesa apì thn Prìtash 7.8.

AntÐstrofa, ean isqÔoun ta (a) wc (e) tìte o U efìson èqei aristerĹ prosarthmèno, diathreÐ ta mikrĹ ìria Ĺra kai ta zeÔgh purănwn(kajÿc to zeÔgoc purăna eÐnai eidikă perÐptwsh tou orÐou). Lìgw tou oti o U diathreÐ ìla ta mikrĹ ìria kai anaklĹ isomorfismoÔc, anaklĹ ìla ta mikrĹ ìria Ĺra kai ta zeÔgh purănwn.(Bl. Prìtash 1.5)Me bĹsh autĹ ja deÐxoume oti anaklĹ omaloÔc epimorfismoÔc.

• PrĹgmati, ac jewrăsoume èna morfismì f : A → B sthn C ÿste o U(f) na eÐnai omalìc epimorfismìc sth Set. ’Estw (u, v) to zeÔgoc purăna tou f. To (U(u), U(v)) eÐnai profanÿc to zeÔgoc purăna tou U(f) kai lìgw tou oti o U(f) eÐnai omalìc epimorfismìc ja eÐnai o sunexiswtăc tou zeÔgouc purănatou (U(u), U(v)).

’Estw q : A → Q o sunexiswtăc twn u, v kai ω : Q → B o monadikìc morfismìc ÿste f = ω ∘ q. To (u, v) eÐnai epÐshc zeÔgoc purăna tou q afoÔ q ∘ u = q ∘ v .

O q loipìn eÐnai omalìc epimorfismìc wc sunexiswtăc tou zeÔgouc (u, v). Epeidă o U diathreÐ omaloÔc epimorfismoÔc, o U(q) eÐnai omalìc epimorfismìc kai sunepÿc sunexiswtăc tou zeÔgouc (U(u), U(v)). Lìgw monadikìthtac tou sunexiswtă oi U(f) kai U(q) eÐnai isìmorfoi me U(ω) ton isomorfismì metaxÔ touc. O U anaklĹ isomorfismoÔc sunepÿc o ω eÐnai isomorfismìc metaxÔ twn f kai q pou apodeiknÔei oti o f eÐnai epÐshc omalìc epimorfismìc.

• OrÐzoume thn kathgorÐa T me diakekrimèna antikeÐmena T^0, T^1, T^2, ..., T^n, ... kai morfismoÔc hom_T (T^n, T^m) ∼= hom_C (F (m), F (n)) kajìti h T eÐnai h duikă thc plărouc upokathgorÐac thc C me antikeÐmena ta F (0), F (1), F (2), ..., F (n), ... . Lìgw tou oti to antikeÐmeno F (n) isoÔtai me n⨆ i=1 F (1) h T eÐnai prĹgmati algebrikă jewrÐa .

• O sunarthtăc hom_C (−, C) ∀ C ∈ C wc antalloÐwtoc metasqhmatÐzei peperasmèna sun-ginìmena se peperasmèna ginìmena sunepÿc epĹgei èna T -montèlo hom_C (−, C) : T → Set, T^n → hom_C (F (n), C) H f ∈ hom_T (T^n, T^m) antistoiqeÐ sthn f : F (m) → F (n) sthn C kai epĹgei thn apeikìnish:

hom_C (F (n), C) → hom_C (F (m), C), g → g ∘ f ’Eqoume sunepÿc kataskeuĹsei èna sunarthtă

φ : C → Mod_T , C → hom_C (−, C), f → hom_C (−, f) ArkeÐ na apodeÐxoume oti apoteleÐ isodunamÐa metaxÔ twn kathgoriÿn C kai Mod_T , kai h apìdeixh tou Jewrămatoc ja eÐnai plărhc. I. Apìdeixh thc pistìthtac tou φ ’Estw V : Mod_T → Set o epilăsmwn sunarthtăc kai G : Set → Mod_T o aristerĹ prosarthmènoc autoÔ. ParathroÔme oti

(V ∘ φ)(C) = V (hom_C (−, C)) = hom_C (F (1), C) ∼= Set(1, U(C)) ∼= U(C) apì ìpou prokÔptei oti V ∘ φ ∼= U ParathroÔme epÐshc oti gia kĹje peperasmèno sÔnolo n isqÔei: φ(F (n)) ∼= hom_C (−, F (n)) ∼= hom_T (T^n, −) ∼= G(n) Genikìtera, kĹje sÔnolo X grĹfetai wc filtrarismèno sunìrio X = colimX_i, ìpou to X_i diatrèqei ta peperasmèna sÔnola tou X. Lìgw tou oti o F diathreÐ filtrarismèna sunìria èqoume F (X) = colimF (X_i)

70 KEF§ALAIO 8. QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN

• JewroÔme thn kanonikă paragontopoÐhsh

α_X : colimφ(F (X_i)) → φ(colimF (X_i)) Ja deÐxoume oti o α_X eÐnai isomorfismìc kai epeidă o V gnwrÐzoume oti anaklĹ isomorfismoÔc, arkeÐ o V (α_X ) na eÐnai isomorfismìc.

C_U � � � � �^φ � Mod_T V � � � Set F � � � � G � � � � O V diathreÐ filtrarismèna sunìria opìte èqoume:

V (colimφ(F (X_i)) ∼= colim(V ∘ φ)(F (X_i)) ∼= colim(U ∘ F )(X_i) ∼= U(colimF (X_i)) ∼= V (φ(colimF (X_i)) Wc apotèlesma èqoume oti o V (α_X ) kai sunepÿc kai o α_X eÐnai isomorfismìc. Gia kĹje sÔnolo X loipìn isqÔei:

φ ∘ F (X) = φ(colimF (X_i)) = colimφ(F (X_i)) ∼= colimG(X_i) ∼= G(X) dhladă φ ∘ F ∼= G

• SumbolÐzoume me η : 1_{Set} ⇒ UF kai ε : F U ⇒ 1_C touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc thc prosĹrthshc twn F kai U.

Apì thn isìthta (U ∗ε)∘(η∗U) = 1_U prokÔptei oti h U(ε_C ) eÐnai apeikìnish epÐ gia kĹje C ∈ C kai h ε_C : F U(C) → C omalìc epimorfismìc. ’Estw loipìn oti eÐnai sunexiswtăc tou zeÔgouc (u_C , v_C ).

Jewrÿntac thn isodunamÐa hom_C (F U(C), D) ∼= Set(U(C), U(D)) kai morfismoÔc f, g : C → D, oi f ∘ ε_C , g ∘ ε_C ∈ hom_C (F U(C), D) opìte antistoiqoÔn stouc morfismoÔc U(f), U(g) ∈ Set(U(C), U(D)) Ean U(f) = U(g) ⇒ f ∘ ε_C = g ∘ ε_C ⇒ f = g afoÔ o ε_C eÐnai epimorfismìc. Me Ĺlla lìgia o U eÐnai pistìc kai lìgw thc sqèshc U = V ∘ φ prokÔptei oti o φ eÐnai epÐshc pistìc.

II Apìdeixh thc plhrìthtac tou φ

StmbolÐzoume me σ : 1_{Set} ⇒ V G kai τ : GV ⇒ 1_{ModT} touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc thc prosĹrthshc twn G kai V . Me to Ðdio skeptikì ìpwc kai prohgoumènwc apodeiknÔetai oti o τ_M : GV (M) → M eÐnai omalìc epimorfismìc gia kĹje T -montèlo M.

• JewroÔme èna sÔnolo X kai èna antikeÐmeno D ∈ C. Apì ìsa èqoume anafèrei wc tÿra prokÔptei:

hom_C (F (X), D) ∼= Set(X, U(D)) ∼= Set(X, V ∘ φ(D)) ∼= hom_{ModT} (G(X), φ(D)) ∼= hom_{ModT} (φ(F (X), φ(D))) Ean loipìn èqoume mia apeikìnish h : φ(F (X)) → φ(D) h isodunamÐa apodeiknÔei oti h = φ(f) ìpou f : F (X) → D. Gia thn plhrìthta tou φ, arkeÐ na deÐxoume oti to Ðdio isqÔei gia tuqaÐo antikeÐmeno C ∈ C (ìqi aparaÐthta thc morfăc F (X)).

• ’Estw C, D ∈ C kai ènac morfismìc α : φ(C) ⇒ φ(D) sthn Mod_T . H sÔnjesh:

φ(F (U(C)))^{φ(εC )}−→ φ(C)^α−→ φ(D) lìgw thc prohgoÔmenhc isodunamÐac eÐnai thc morfăc φ(f) gia monadikă apeikìnish f : F U(C) → D .

O ε_C eÐnai o sunexiswtăc twn u_C kai v_C opìte èqoume

φ(f) ∘ φ(u_C ) = α ∘ φ(ε_C ) ∘ φ(u_C ) = α ∘ φ(ε_C ) ∘ φ(v_C ) = φ(f) ∘ φ(v_C ) ⇒ f ∘ u_C = f ∘ v_C afoÔ o φ eÐnai pistìc .

Sunepÿc upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh g : C → D ÿste f = g ∘ ε_C EpÐshc isqÔei:

(V ∘ φ)(g) ∘ U(ε_C ) = U(g) ∘ U(ε_C ) = U(f) = (V ∘ φ)(f) = V (α ∘ φ(ε_C )) = V (α) ∘ (V ∘ φ)(ε_C ) = V (α) ∘ U(ε_C ) ⇒ (V ∘ φ)(g) = V (α)

afoÔ o U(ε_C ) eÐnai epimorfismìc.

72 KEF§ALAIO 8. QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN Epiplèon φ(g) = α afoÔ o v eÐnai pistìc. O g sunepÿc eÐnai o zhtoÔmenoc morfismìc kai o φ eÐnai plărhc.

III Apìdeixh thc isodunamÐac twn kathgoriÿn C kai Mod_T . Ja deÐxoume oti o φ èqei aristerĹ prosarthmèno sunarthtă, èstw ψ. Gia kĹje T -montèlo, jewroÔme to zeÔgoc purăna tou τ_M R(M)^{rM}⇒_{sM} GV (M)^{τM}−→ M Efìson o τ_M eÐnai omalìc epimorfismìc, ja eÐnai o sunexiswtăc tou zeÔgouc purănatou (r_M , s_M ).

ParathroÔme tic parakĹtw sunjèseic:

φF V R(M) ∼= GV R(M)^{τR(M)}−→ R(M)^{rM}−→ GV (M) ∼= φF V (M) φF V R(M) ∼= GV R(M)^{τR(M)}−→ R(M)^{sM}−→ GV (M) ∼= φF V (M) Lìgw tou oti o φ eÐnai plărhc kai pistìc, upĹrqoun monadikĹ prosdiorismènoi morfismoÐ α_M , β_M : F V R(M) → F V (M) ÿste φ(α_M ) = r_M ∘ τ_{R(M)}, φ(β_M ) = s_M ∘ τ_{R(M)} OrÐzoume wc q_M ton sunexiswtă twn α_M , β_M dhl. q_M = Coker(α_M , β_M ) F V R(M)^{αM}⇒_{βM} F V (M)^{qM}−→ ψ(M) OrÐzoume epÐshc to zeÔgoc purăna m_M , n_M tou q_M S(M)^{mM}⇒_{nM} F V (M)^{qM}−→ ψ(M) O q_M eÐnai omalìc epimorfismìc(wc sunexiswtăc tou zeÔgouc (α_M , β_M )) sunepÿc eÐnai sunexiswtăc tou zeÔgouc purănatou m_M , n_M . Dhladă q_M = Coker(m_M , n_M )

Me th boăjeia thc sqèshc U = V ∘ φ èqoume oti to (φ(m_M ), φ(n_M )) eÐnai to zeÔgoc purăna tou omaloÔ epimorfismoÔ φ(q_M ) efìson o U diathreÐ zeÔgh purăna kai omaloÔc epimorfismoÔc kai o V anaklĹ ta Ðdia. Profanÿc φ(q_M ) = Coker(φ(m_M ), φ(n_M )) JewroÔme tÿra to diĹgramma 8.1 ìpou stic orizìntiec grammèc èqoume zeÔgh purăna kai sunexiswtèc.

GV R(M)^{τR(M)}−→ R(M)^{rM}⇒_{sM} GV (M)^{τM}−→ M

γ_M ∼= δM φs(M)^{φ(mM )}⇒_{φ(nM )} φF V (M)^{φ(qM )}−→ φψ(M) DiĹgramma 8.1 ParathroÔme oti φ(q_M )∘r_M ∘τ_{R(M)} = φ(q_M )∘φ(α_M ) = φ(q_M )∘φ(β_M ) = φ(q_M )∘s_M ∘τ_{R(M)} ⇒ φ(q_M ) ∘ r_M = φ(q_M ) ∘ s_M

afoÔ o τ_{R(M)} eÐnai epimorfismìc.

Epeidă to (φ(m_M ), φ(n_M )) eÐnai zeÔgoc purăna tou φ(q_M ) upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh γ_M : R(M) → φs(M) ÿste φ(m_M ) ∘ γ_M = r_M , φ(n_M ) ∘ γ_M = s_m Akìma lìgw tou oti o τ_M eÐnai o sunexiswtăc twn r_M , s_M upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh δ_M : M → (φ ∘ ψ)(M) ÿste φ(q_M ) = δ_M ∘ τ_M • Ja deÐxoume oti to (ψ(M), δ_M ) eÐnai h anĹklash tou M katĹ măkoc tou φ.

M α �

δ_M �

φψ(M)

φ(y) � � � ψ(M) y � � � � φ(C) C DiĹgramma 8.2

74 KEF§ALAIO 8. QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN

Dojèntoc enìc C ∈ C kai enìc morfismoÔ α : M ⇒ φ(C) h sÔnjesh:

φF V (M) ∼= GV (M)^{τM}−→ M^α−→ φ(C)

exaitÐac tou gegonìtoc oti o φ eÐnai plărhc kai pistìc, èqei th morfă φ(x) gia monadikì morfismì x : F V (M) → C ’Eqoume:

φ(x) ∘ φ(α_M ) = (α ∘ τ_M ) ∘ (r_M ∘ τ_{R(M)}) = α ∘ (τ_M ∘ r_M ) ∘ τ_{R(M)} =

= (α ∘ τ_M ) ∘ (s_M ∘ τ_{R(M)}) = φ(x) ∘ φ(β_M ) ⇒

⇒ x ∘ α_M = x ∘ β_M

afoÔ o φ eÐnai pistìc. ’Omwc q_M = Coker(α_M , β_M ) sunepÿc upĹrqei monadikă paragontopoÐhsh y : ψ(M) → C ÿste y ∘ q_M = x IsqÔei oti:

φ(y) ∘ δ_M ∘ τ_M = φ(y) ∘ φ(q_M ) = φ(x) = α ∘ τ_M ⇒ φ(y) ∘ δ_M = α

afoÔ o τ_M eÐnai epimorfismìc. H y eÐnai monadikă me autăn thn idiìthta diìti ean upĹrqei y^′ ÿste

φ(y^′) ∘ δ_M = α = φ(y) ∘ δ_M ⇒

⇒ φ(y) = φ(y^′), afoÔ o δ_M eÐnai epimorfismìc.

⇒ y = y^′, afoÔ o φ eÐnai pistìc.

Sunepÿc to diĹgramma 8.2 eÐnai antimetajetikì kai to (ψ(M), δ_M ) eÐnai prĹgmati h anĹklash tou M katĹ măkoc tou φ .

Me bĹsh thn Prìtash 1.12 prokÔptei oti o φ epekteÐnetai se èna sunarthtă ψ : Mod_T → C pou eÐnai aristerĹ prosarthmènoc tou plărouc kai pistoÔ sunarthtă φ. IsqÔei ψ ∘ φ = id_T kai ja apodeÐxoume oti epÐshc isqÔei φ∘ψ = id_{ModT} ă diaforetikĹ oti o fusikìc metasqhmatismìc δ : 1_{ModT} ⇒ φ∘ψ eÐnai isomorfismìc. Me thn apìdeixh tou teleutaÐou ja èqoume deÐxei oti o φ : C → Mod_T eÐnai mia isodunamÐa metaxÔ twn duo kathgoriÿn autÿn kai h apìdeixh tou Jewrămatoc ja èqei oloklhrwjeÐ.

• Ja deÐxoume se prÿth fĹsh oti o γ_M eÐnai monomorfismìc. ’Estw loipìn oti γ_M ∘ h = γ_M ∘ k

R(M)

s_M �

r_M �

GV (M)

τ_M � GV (M)_{τM} � M To (r_M , s_M ) eÐnai to zeÔgoc purăna tou τ_M sunepÿc eÐnai h efèlkush (R(M), r_M , s_M ) tou τ_M me ton eautì tou. ’Eqoume

r_M ∘ h = φ(m_M ) ∘ γ_M ∘ h = φ(m_M ) ∘ γ_M ∘ k = r_M ∘ k s_M ∘ h = φ(n_M ) ∘ γ_M ∘ h = φ(n_M ) ∘ γ_M ∘ k = s_M ∘ k apì ìpou prokÔptei h = k afoÔ prìkeitai gia diĹgramma efèlkushc. Sunepÿc o γ_M eÐnai prĹgmati monomorfismìc.

• Lìgw tou oti o ψ eÐnai aristerĹ prosarthmènoc tou φ, o morfismìc γ_M : R(M) → φs(M) epĹgei èna monadikì morfismì h_M : ψR(M) → s(M) ÿste φ(h_M ) ∘ δ_{R(M)} = γ_M O δ_{R(M)} eÐnai monomorfismìc afoÔ o γ_M eÐnai monomorfismìc.

EpÐshc o φ(q_{R(M)}) eÐnai omalìc epimorfismìc Ĺra kai isqurìc epimorfismìc opìte apì th sqèsh φ(q_{R(M)}) = δ_{R(M)} ∘ τ_{R(M)} èqoume oti kai o δ_{R(M)} eÐnai isqurìc epimorfismìc kai katĹ sunèpeia isomorfismìc.

JewroÔme to parakĹtw diĹgramma φψR(M)^{φ(mM ∘hM )}⇒_{φ(nM ∘hM )} GV (M)^{τM}−→ M Apì tic sqèseic φ(m_M ∘ h_M ) ∘ δ_{R(M)} = φ(m_M ) ∘ γ_M = r_M φ(n_M ∘ h_M ) ∘ δ_{R(M)} = φ(n_M ) ∘ γ_M = s_M prokÔptei oti prìkeitai gia diĹgramma sunexiswtă kai zeÔgouc purănwn. ’Eqoume:

φ(m_M ∘ h_M ∘ q_{R(M)}) = φ(m_M ) ∘ φ(h) ∘ δ_{R(M)} ∘ τ_{R(M)} = = φ(m_M ) ∘ γ_M ∘ τ_{R(M)} = r_M ∘ τ_{R(M)} = φ(α_M ) ⇒

76 KEF§ALAIO 8. QARAKTHRISMOS TWN ALGEBRIKWN KATHGORIWN

⇒ α_M = m_M ∘ h_M ∘ q_{R(M)}

afoÔ o φ eÐnai pistìc. OmoÐwc èqoume oti β_M = n_M ∘ h_M ∘ q_{R(M)}

Sunepÿc

q_M = Coker(m_M ∘ h_M ∘ q_{R(M)}, n_M ∘ h_M ∘ q_{R(M)}) ⇒

q_M = Coker(m_M ∘ h_M , n_M ∘ h_M )

afoÔ o q_{R(M)} eÐnai epimorfismìc.

Jewroume thn eikìna mèsw tou φ tou diagrĹmmatoc

ψR(M)^{mM ∘hM}⇒_{nM ∘hM} F V (M)^{qM}−→ ψ(M)

pou eÐnai to diĹgramma:

φψR(M)^{φ(mM ∘hM )}⇒_{φ(nM ∘βM )} φF V (M)^{φ(qM )}−→ φψ(M) ∼= δ_M GV (M)^{τM}−→ M

Prìkeitai gia to zeÔgoc purăna φ(m_M ∘ h_M ), φ(n_M ∘ h_M ) tou τ_M . Epeidă ta zeÔgh purăna diathroÔntai apì ton V kai anaklÿntai apì ton U h sqèsh U = V ∘ φ dÐnei oti to (m_M ∘ h_M , n_M ∘ h_M ) eÐnai zeÔgoc purăna sth C, sunepÿc ja eÐnai to zeÔgoc purăna tou sunexiswtă touc q_M . O φ lìgw tou oti èqei aristerĹ prosarthmèno, diathreÐ zeÔgh purăna. Sunepÿc to teleutaÐo diĹgramma eÐnai to zeÔgoc purăna tou φ(q_M ). O φ(q_M ) tÿra eÐnai eÐnai omalìc epimorfismìc efìson o q_M eÐnai omalìc epimorfismìc, o U diathreÐ omaloÔc epimorfismoÔc enÿ o V touc anaklĹ kai isqÔei U = V ∘ φ. Sunepÿc o φ(q_M ) ja eÐnai o sunexiswtăc tou zeÔgouc purăna tou φ(m_M ∘ h_M ), φ(n_M ∘ h_M ). O τ_M eÐnai epÐshc sunexiswtăc tou Ðdiou zeÔgouc opìte lìgw monadikìthtac oi τ_M kai φ(q_M ) eÐnai upoqrewtikĹ isìmorfoi kai o δ_M eÐnai isomorfismìc. Me to teleutaÐo sumpèrasma h apìdeixh tou Jewrămatoc èqei oloklhrwjeÐ.■

BibliografÐa

[1] S. LANG, Algebra, Addison-Wesley Publising Company (1993).

[2] F. BORCEUX, Handbook of Categorical Algebra Volume 1, Basic Category Theory, Cambridge University Press (1994)

[3] F. BORCEUX, Handbook of Categorical Algebra Volume 2, Categorical Algebra, Cambridge University Press (1994)

[4] S. MAC LANE, Categories for the Working Mathematician, Springer-Verlag (1971)

[5] M. MAKKAI, A. PITTS, Some results on locally finitely presentable categories, Transactions AMS, 299, 473–496 (1987)

[6] N. JACOBSON , Basic Algebra II, W. H. Freeman Company (1989)

[7] F. W. LAWVERE, Functorial Semantics of Algebraic Theories, Dissertation, Columbia University. N.Y. Summarized in Proc. Nat. Acad. Sci.(1963)

[8] G. WRAITH, Algebraic Theories, Lecture Notes Series 22, Mathematisk Institut, Aarhus Universitet (1975)