
ÐÁÍÅÐÉÓÔÇÌÉÏ ÐÁÔÑÙÍ
ÔÌÇÌÁ ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÙÍ

ÔÏÌÅÁÓ Ð.É.Ö.Ì

ÔåëéêÝò êáé Óõí-åëåýèåñåò
Óõí-Üëãåâñåò óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò

ÄÉÄÁÊÔÏÑÉÊÇ ÄÉÁÔÑÉÂÇ

ÁÐÏÓÔÏËÏÓ É. ÌÁÔÆÁÑÇÓ

ÐÁÔÑÁ 2011



Óôïõò ãïíåßò ìïõ êáé óôç Äåóðïéíïýëá



åõ÷áñéóôßåò

¸íá ìåãÜëï ôáîßäé êÜðïõ åäþ ôåëåéþíåé, óôç äéÜñêåéá ôïõ óõíÝâçóáí ðïëëÜ åõ÷Üñéóôá
áëëÜ êáé êÜðïéá äõóÜñåóôá ãåãïíüôá ðïõ ìå óçìÜäåøáí. ÊÜðïéïé Üíèñùðïé ðïõ èá Þèåëá
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áãÜðç ìïõ ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé êõñßùò ãéá ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí. Ï Üíèñùðïò ðïõ
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ôçí êáñäéÜ ìïõ ãéá üëá üóá Ýêáíå êáé åéëéêñéíÜ èåùñþ ôõ÷åñïýò üóïõò âñåèïýí óôçí
ßäéá èÝóç ìå ìÝíá êáé óõíåñãáóôïýí ìáæß ôïõ. Åõ÷áñéóôþ åðßóçò ôç óýæõãü ôïõ ËÝíá
ÊáíáêÜñç êáé ôéò äõï ôïõò êüñåò ÆùÞ êáé ÌÜãéá ãéá ôéò åõ÷Üñéóôåò óôéãìÝò ðïõ ðåñÜóáìå
üëá áõôÜ ôá ÷ñüíéá. Ç äïõëåéÜ ðïõ êÜíáìå èÝëù íá ðéóôåýù üôé âÜæåé Ýíá ëéèáñÜêé óôï
ìáèçìáôéêü ïéêïäüìçìá. Óçìáíôéêü ñüëï ó'üëç áõôÞ ôç ðñïóðÜèåéá åß÷å ï óõíåñãÜôçò
êáé ößëïò J�iri Velebil, êáèçãçôÞò óôï Technical University of Prague. Ç óõíåñãáóßá ìáæß
ôïõ âïÞèçóå êáôáëõôéêÜ óôçí åðßôåõîç ôùí åñåõíçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí, ôïí åõ÷áñéóôþ
ãéá ôçí óõíåñãáóßá ìáò êáèþò êáé ãéá ôéò ùñáßåò êáé åðïéêïäïìçôéêÝò ìÝñåò ðïõ ðÝñáóá
ðñïóêåêëçìÝíïò ôïõ óôçí ÐñÜãá.

Óõíïäïéðüñï óôï ìáêñý áõôü ôáîßäé åß÷á ôïí Ãñçãüñç Ðñïôóþíç, Ýíáí Üíèñùðï ðïõ
ìå ôßìçóå ìå ôçí öéëßá ôïõ êáé ìïõ óôÜèçêå óå äýóêïëåò óôéãìÝò óáí áäåñöüò. Ôþñá
ðïõ êáé áõôüò öôÜíåé óôï ôÝëïò ôïõ äéêïý ôïõ ôáîéäéïý ôïõ åý÷ïìáé ôá êáëýôåñá. ÌÝóù
ôïõ Ãñçãüñç èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù êáé ôïí áäåñöü ôïõ Ðáíáãéþôç Ðñïôóþíç ãéá ôçí
öéëßá êáé óõìðáñáóôáóÞ ôïõ. Ìå ôïí Ãñçãüñç ðåñÜóáìå ðïëëÜ ìáæß ôá ïðïßá ðÜíôá èá ôá
èõìÜìáé ìå áãÜðç. Ïé áôÝëåéùôåò þñåò óôï ãñáöåßï åßíáé Ýíá áð'áõôÜ, Ýíá ãñáöåßï ðïõ ôï
ïìüñöõíáí ìå ôéò ðáñïõóßåò ôïõò ïé óõíáäÝëöéóåò õðïøÞöéåò äéäÜêôïñåò Ìáñßá Êáßóáñç
êáé ÖùôåéíÞ ÌåãÜëïõ, ôéò ïðïßåò åõ÷áñéóôþ ãéá ôçí Üøïãç óõíåñãáóßá êáé ó÷Ýóç ìáò
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êáé ôéò åý÷ïìáé óýíôïìá íá âñåèïýí óôçí ßäéá åõ÷Üñéóôç èÝóç. Éäéáßôåñá èÝëù íá óôáèþ
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üëïõò ìáò, Ýäéíáí êáèçìåñéíÜ ìéá åõ÷Üñéóôç íüôá. Ïé ÄçìÞôñçò Íïìéêüò êáé ÔÜóïò
Ôüãêáò, ìðïñåß íá ìçí Ýñ÷ïíôáí óõ÷íÜ óôçí ÐÜôñá áëëÜ ç Ýëåõóç ôïõò, óå ìåãÜëåò
êõñßùò óôéãìÝò ãéá ôçí ðáñÝá, óõíïäåõüôáí ðÜíôá áðü îåíý÷ôé ìÝ÷ñé ðñùßáò. Ï Ãéþñãïò
Êáíåëëüðïõëïò, åß÷å ôçí \ôý÷ç" íá åßíáé óôï ßäéï ãñáöåßï ìå ôçí ÅëÝíç, ôïí ÈïäùñÞ êáé
ôïí Óôáýñï, ðñïóðáèþíôáò íá êñáôçóåé ôéò éóïññïðßåò. Êëåßíïíôáò áõôüí ôïí êýêëï ôùí
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ãéáôß óõí-Üëãåâñá; Ìå ôï Üêïõóìá ôïõ üñïõ óõí-Üëãåâñá ïé ðåñéóóüôåñïé (ìáèçìá-
ôéêïß êáé ìç ìáèçìáôéêïß) áíáãíùñßæïõí ôïí üñï Üëãåâñá êáé õðïèÝôïõí üôé ðñüêåéôáé
ãéá êÜôé ðïõ åßíáé \áíôßèåôï" - \äõúêü" ôçò Üëãåâñáò. Åí ðïëëïßò Ý÷ïõí äßêéï, ìüíï
ðïõ ç Ýííïéá ôïõ áíôßèåôïõ äåí åßíáé Üìåóá êáôáíïçôÞ. Ãéá íá ãßíåé áõôü èá ðñÝðåé ïé
äýï Ýííïéåò íá ïñéóôïýí óôçí ßäéá \ãëþóóá", ðïõ äåí åßíáé Üëëç áðï áõôÞ ôçò Èåùñßáò
Êáôçãïñéþí.

Ùò ãíùóôüí, ç Üëãåâñá åßíáé ôï êïììÜôé ôùí ìáèçìáôéêþí ðïõ ìåëåôÜ óýíïëá åöïäéá-
óìÝíá ìå ðñÜîåéò (áëãåâñéêÝò äïìÝò) ïé ïðïßåò ðëçñïýí êÜðïéåò éóüôçôåò. ÐáñÜäåéãìáôá
ôÝôïéùí óõíüëùí åßíáé ïé ïìÜäåò, ïé äáêôýëéïé, ïé äéáíõóìáôéêïß ÷þñïé ê.á. Ç êáèïëéêÞ
Üëãåâñá åßíáé êïììÜôé ôçò Üëãåâñáò üðïõ ïé áëãåâñéêÝò äïìÝò ìåëåôþíôáé óå Ýíá ãåíé-
êüôåñï ðëáßóéï. Óôï ðëáßóéï áõôü ìðïñåßò êáíåßò íá ìåëåôÞóåé ìå åíéáßï ôñüðï Ýííïéåò
üðùò áõôÝò ôïõ ïìïìïñöéóìïý, ôçò õðï-Üëãåâñáò, ôçò Üëãåâñáò ðçëßêï ê.á.

¸íá åðéðëÝïí âÞìá ãåíßêåõóçò åðéôõã÷Üíåôáé áí äïýìå ôéò áëãåâñéêÝò äïìÝò õðü ôï
ðñßóìá (÷ñçóéìïðïéþíôáò \åñãáëåßá") ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí. ¼ðùò åßðáìå ðáñáðÜíù,
ïé áëãåâñéêÝò äïìÝò áðïôåëïýíôáé áðü Ýíá óýíïëï (öïñÝá) åöïäéáóìÝíï ìå êÜðïéåò (n-
ìåëåßò) ðñÜîåéò ðïõ ðëçñïýí êÜðïéåò éóüôçôåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ìïíïåéäÝò (G; ∗; e)
áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï óôïé÷åßùí, G, ìéá äéìåëÞ åóùôåñéêÞ ðñÜîç (ç ïðïßá åßíáé
ðñïóåôáéñéóôéêÞ) êáé Ýíá ïõäåôåñï óôïé÷åßï. H äéìåëÞò åóùôåñéêÞ ðñÜîç åßíáé ìéá áðåé-
êüíéóç ôçò ìïñöÞò: ∗ : G × G −→ G. Ôï ïõäÝôåñï óôïé÷åßï åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ
óõíüëïõ öïñÝá Ýóôù e ∈ G, üðïõ ∗(e; a) = a = ∗(a; e), ãéá êÜèå a ∈ G. Áí èåù-
ñÞóïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí Set, êáé ôïí åíäïóõíáñôçôÞ F : Set −→ Set, ìå
F (X) = (X ×X) + 1; (X ∈ Set), ôçí îÝíç Ýíùóç ôïõ êáñôåóéáíïý óõíüëïõ X ×X ìå
ôï ìïíïóýíïëï 1 = {∗} (ðïõ åßíáé ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò Set), ç äïìÞ
G ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ: Ï öïñÝáò G ôçò äïìÞò åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò
Set êáé ç äïìÞ ðåñéãñÜöåôáé áðü Ýíá ìïñöéóìü d : F (G) −→ G. Óôï ðëáßóéï áõôü, ï
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ìïñöéóìüò d äßíåôáé ùò ôï æåýãïò óõíáñôÞóåùí d = (∗; e), üðïõ e : 1 −→ G åßíáé ç
åðéëïãÞ ôïõ ïõäÝôåñïõ óôïé÷åßïõ. ÔÝëïò, ïé éóüôçôåò ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïýíôáé þóôå ç
äïìÞ íá åßíáé ìïíïåéäÝò äßíïíôáé áðü áíôéìåôáèåôéêÜ äéáãñÜììáôá üðùò ôï ðáñáêÜôù, ðïõ
åêöñÜæåé ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôçò ðñÜîçò ∗:

G×G×G
idG×∗//

∗×idG
��

G×G

∗
��

G×G ∗
// G

(1.1)

¼ðùò âëÝðïõìå ïé ãíùóôÝò ìáò áëãåâñéêÝò äïìÝò åêöñÜæïíôáé ùò Ýíá áíôéêåßìåíï X ôçò
êáôçãïñßáò ôùí óõíüëùí Set åöïäéáóìÝíï ì' Ýíá ìïñöéóìü ôçò ìïñöÞò d : F (X) −→
X. ÁíÜëïãá ëïéðüí ìå ôï ðüóï \ðëïýóéá" åßíáé ç äïìÞ ðïõ èÝëïõìå íá åêöñÜóïõìå,
áðáéôïýíôáé ïñéóìÝíåò åðéðëÝïí óõíèÞêåò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôçí ìïñöÞ ôïõ
óõíáñôçôÞ, ôçí áíôéìåôÜèåóç êÜðïéùí äéáãñáììÜôùí êáé ôéò éäéüôçôåò ôçò êáôçãïñßáò
ôùí óõíüëùí. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç ìáò åðéôñÝðåé, åñìçíåýïíôáò ôçí ðáñáðÜíù Ýííïéá
äïìÞò óå êáôÜëëçëåò êáôçãïñßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò áðáñáßôçôåò éäéüôçôåò, íá ìåëåôÞóïõìå
ìå åíéáßï ôñüðï äïìÝò üðùò ôïõ ôïðïëïãéêïý ìïíïåéäïýò, ôçò ôïðïëïãéêÞò ïìÜäáò, ôçò
ïìÜäáò Lie, ôçò áööéíéêÞò ïìÜäáò ê.ë.ð. Ç áööéíéêÞ ïìÜäá åßíáé ìå áõôÞí ôçí Ýííïéá ìßá
äïìÞ ïìÜäáò åñìçíåõìÝíç óôçí êáôçãïñßá ôùí áööéíéêþí ó÷çìÜôùí (a�ne schemes). Ç
ôåëåõôáßá üìùò åßíáé ç äõúêÞ ôçò êáôçãïñßáò ôùí áíôéìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí. ¸ôóé ç
äïìÞ ôçò áööéíéêÞò ïìÜäáò áíôéóôïé÷åß óå Ýíá ìïñöéóìü G −→ (G⊗G)×G× Z, üðïõ
ôþñá G ⊗ G åßíáé ôï óõí-ãéíüìåíï (co-product) óôçí êáôçãïñßá ôùí áíôéìåôáèåôéêþí
äáêôõëßùí êáé Z ôï áñ÷éêü áíôéêåßìåíï (initial object) áõôÞò ôçò êáôçãïñßáò.

Áí Ý÷ïõìå ôþñá ìéá êáôçãïñßá C êáé Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ F : C −→ C , ìå ôïí üñï
F - óõí-Üëãåâñá (co-algebra), Þ áðëÜ óõí-Üëãåâñá, ïñßæïõìå Ýíá æåõãÜñé (C; e), üðïõ
C Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò C êáé ï ìïñöéóìüò e : C −→ F (C). Ðáñáôçñïýìå
üôé, ï ëåãüìåíïò, äïìéêüò ìïñöéóìüò ôçò óõí-Üëãåâñáò Ý÷åé áíôßèåôç öïñÜ áðü áõôüí
ôçò Üëãåâñáò. Åðßóçò, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, åñìçíåýïíôáò ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôùí
áëãåâñþí êáé ôùí óõí-áëãåâñþí, ãéá êÜðïéïõò óõãêåêñéìÝíïõò åíäïóõíáñôçôÝò, áõôÜ
åßíáé äõúêÜ. Ãé'áõôü ëÝìå üôé, êáôÜ êÜðïéï ôñüðï, ç Ýííïéá ôçò óõí-Üëãåâñáò åßíáé äõúêÞ
áõôÞò ôçò Üëãåâñáò.

Ïé óõíÜëãåâñåò åéóÞ÷èçêáí ðñéí áðü ðåñßðïõ ôñéÜíôá ÷ñüíéá, áðü ôïí K.Drbohlav,
([DK]), ùò óýíïëá A åöïäéáóìÝíá ìå ìéá ïéêïãÝíåéá áðïéêïíßóåùí fi áðü ôï A óôï
ni-óôü Üèñïéóìá ni · A. Äåí Ýôõ÷áí ìåãÜëçò ðñïóï÷Þò êáé ï âáóéêüò ëüãïò Þôáí ç
Ýëëåéøç ðáñáäåéãìÜôùí æùôéêÞò óçìáóßáò. Ìüíï üôáí åðéôåý÷èçêå ç óùóôÞ ãåíßêåõóç êáé
ïñßóôçêáí ìå ôçí âïÞèåéá ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí, õðÞñîáí èåùñßåò åíäéáöÝñïíôïò (ð.÷
óõóôÞìáôá ìåôÜâáóçò(transition systems), áõôüìáôá (automata)) ðïõ ôáßñéáîáí ó'áõôü
ôï ðëáßóéï.
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Ôéò ôåëåõôáßåò äåêáåôßåò ç åðéóôÞìç ôùí õðïëïãéóôþí ãíþñéóå ôåñÜóôéá áíÜðôõîç, åé-
äéêüôåñá ôï êïìÜôé ôçò óçìáóéïëïãßáò ôùí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý. Ðõëþíáò áõôÞò
ôçò áíÜðôõîçò Þôáí ç èåùñßá ôýðùí äåäïìÝíùí (data type theory). Óôá ðëáßóéá ôçò èåù-
ñßáò áõôÞò áíáðôý÷èçêáí áëãåâñéêÝò ôå÷íéêÝò ðñïêåéìÝíïõ íá ëõèïýí æçôÞìáôá ó÷åôéêÜ
ìå äïìÝò åíäéáöÝñïíôïò, ôéò ëåãüìåíåò äïìÝò äåäïìÝíùí (data structures). Óôéò ôå÷íéêÝò
áõôÝò ç êáôçãïñéêÞ Ýííïéá ôçò Üëãåâñáò Ý÷åé êõñßáñ÷ï ñüëï. Ïé äïìÝò äåäïìÝíùí áíáðá-
ñßóôáíôáé ùò Üëãåâñåò, ãéá êáôÜëëçëïõò åíäïóõíáñôçôÝò êáé ôï æçôïýìåíï óå ðëçèþñá
ðåñéðôþóåùí Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí ýðáñîç Þ ìç ôçò ëåãüìåíçò áñ÷éêÞò Üëãåâñáò, êáèþò
êáé ìå ôïí õðïëïãéóìü áõôÞò.

Óôçí ðïñåßá ðñïÝêõøå üôé ïñéóìÝíåò äïìÝò ðïõ åìðåñéÝ÷ïõí êÜðïéá Ýííïéá êáôÜóôáóçò
(state) ç ïðïßá ìåôáâÜëëåôáé ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò, äåí ìðïñïýí íá áíáðáñáóôáèïýí ùò
Üëãåâñåò. Ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôéò äïìÝò áõôÝò ÷ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêÜ \åñãáëåßá",
áõôüìáôá Þ óõóôÞìáôá ìåôÜâáóçò, ðïõ üðùò èá äïýìå óôï ÊåöÜëáéï 3 áðïôåëïýí ðáñá-
äåßãìáôá óõí-áëãåâñþí. Áõôü åß÷å ùò óõíÝðåéá ôçí ñáãäáßá áíÜðôõîç ôùí óõí-áëãåâñþí,
éäéáßôåñá ðñïò ôçí êáôåýèõíóç áíáæÞôçóçò ôçò ôåëéêÞò óõí-Üëãåâñáò (�nal co-algebra),
äõúêÞ Ýííïéá ôçò áñ÷éêÞò Üëãåâñáò (initial algebra). ×áñáêôçñéóôéêÜ áíáöÝñïõìå üôé, óå
áíôéäéáóôïëÞ ìå ôï äéáêñéôü óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ áíáêýðôåé ùò áñ÷éêÞ Üëãå-
âñá, ôï óõíå÷Ýò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (ðïõ ùò ôýðïò äåäïìÝíùí ðåñéÝ÷åé óôïé÷åßá
ðïõ äåí ðåñáôþíïíôáé óå ðåðåñáóìÝíï ÷ñüíï) õëïðïéåßôáé ùò ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá ([F]).

Ç ó÷Ýóç ìåôáîý Üëãåâñáò êáé óõí-Üëãåâñáò óôç âéâëéïãñáößá ÷áñáêôçñßæåôáé ðïéêé-
ëïôñüðùò, áðü áðëÜ äõúêÞ ó÷Ýóç ùò ó÷Ýóç \êáôáóêåõÞò -ðáñáôÞñçóçò". Óôï ÊåöÜëáéï
3 èá äïýìå áíáëýôéêÜ ðáñÜäåéãìá Üëãåâñáò êáé óõí-Üëãåâñáò ãéá ôïí ßäéï åíäïóõíáñôçôÞ,
áéôéïëïãþíôáò ôïí ÷áñáêôçñéóìü \êáôáóêåõÞò - ðáñáôÞñçóçò". Ìéá Üëëç áéôéïëïãßá áõ-
ôþí ôùí ÷áñáêôçñéóìþí Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôéò êáôçãïñßåò ðïõ ðñïóäéïñßæïõí ïé Üëãåâñåò
êáé ïé óõí-Üëãåâñåò, áíôßóôïé÷á. Áí èåùñÞóïõìå ìéá êáôçãïñßá C êáé Ýíá åíäïóõíáñ-
ôçôÞ F : C −→ C ðÜíù ó'áõôÞí, óõìâïëßæïõìå ìå Alg(F ) ôçí êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá
Üëãåâñåò (C; d : F (C) −→ C). Ìïñöéóìüò ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí (C; d); (C ′; d′), åßíáé
Ýíáò ìïñöéóìüò f : C −→ C ′ ôçò C ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

F (C) d //

F (f)
��

C

f

��

F (C ′)
F (d′)
// C ′

(1.2)

áíôéìåôáèåôéêü. Áíôßóôïé÷á, ìå Coalg(F ) óõìâïëßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá
óõí-Üëãåâñåò ôçò ìïñöÞò (C; e : C −→ F (C)) êáé üðùò êáé ðñéí, ìïñöéóìïß ìåôáîý
óõí-áëãåâñþí åßíáé ìïñöéóìïß ôçò êáôçãïñßáò C ðïõ êáèéóôïýí ôï áíôßóôïé÷ï äéÜãñáììá
ôïõ (1.2) áíôéìåôáèåôéêü. Óôçí ïõóßá åßíáé ôï ßäéï äéÜãñáììá ìå áíôåóôñáììÝíïõò ôïõò
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äïìéêïýò ìïñöéóìïýò. Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ïé äýï áõôÝò êáôçãïñßåò åßíáé äõúêÝò, äçë.
Coalg(F ) = (Alg(F op))op . ÐÝñá áðü ôï ôõðéêü åðßðåäï ï äõúóìüò ðñï÷ùñÜåé óå âáèýôåñá
ãíùñßóìáôá ôùí êáôçãïñéþí áëãåâñþí êáé óõí-áëãåâñþí, áíôéóôïß÷ùò. ¸ôóé ëïéðüí ôï
èåþñçìá ôïõ Birkho� ðïõ ÷áñáêôçñßæåé êáôçãïñßåò áëãåâñþí, ãéá åíäïóõíáñôçôÝò óôçí
êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí, ùò êëÜóåéò äïìþí ðïõ åßíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò ãéíüìåíá, õðï-
äïìÝò êáé ðçëßêá Ý÷åé ôï áíôßóôïé÷ü ôïõ óôç èåùñßá ôùí óõí-áëãåâñþí, ôï ïðïßï ìáò
äßíåé ôï ÷áñáêôçñéóìü êáôçãïñéþí óõí-áëãåâñþí ùò êëÜóåùí äïìþí ðïõ åßíáé êëåéóôÝò
ùò ðñïò óõí-ãéíüìåíá, ðçëßêá êáé õðï-óõí-Üëãåâñåò.

¸íá áðü ôá ðéï óïâáñÜ æçôÞìáôá ôçò èåùñçôéêÞò ðëçñïöïñéêÞò åßíáé ç åýñåóç óôá-
èåñþí óçìåßùí (�xed points). Èýìéæïõìå üôé áí Ý÷ïõìå ìéá óõíÜñôçóç f : X −→ X,
Ýíá óçìåßï x0 ôïõ óõíüëïõ X ëÝãåôáé óôáèåñü áí f(x0) = x0. Ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ
F óå ìéá êáôçãïñßá C , Ýíá áíôéêåßìåíï C0 ∈ C åßíáé óôáèåñü áí õðÜñ÷åé éóïìïñöé-
óìüò F (C0) ∼= C0. Ìéá Üëãåâñá, ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ, êáëåßôáé áñ÷éêÞ áí õðÜñ÷åé
ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò áëãåâñþí áðü áõôÞ ðñïò ïðïéáäÞðïôå Üëëç Üëãåâñá, ôïõ ßäéïõ åí-
äïóõíáñôçôÞ. ÄõúêÜ ìéá óõí-Üëãåâñá, ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ, êáëåßôáé ôåëéêÞ áí áðï
ïðïéáäÞðïôå óõí-Üëãåâñá, ôïõ ßäéïõ åíäïóõíáñôçôÞ, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò óõí-
áëãåâñþí ðñïò áõôÞ. Ìå Üëëá ëüãéá, ç áñ÷éêÞ Üëãåâñá åßíáé ôï áñ÷éêü áíôéêåßìåíï ôçò
êáôçãïñßáò ôùí áëãåâñþí Alg(F ), åíþ ç ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï ôçò
êáôçãïñßáò ôùí óõí-áëãåâñþí Coalg(F ) (ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ F ). Ï J.Lambek ([La])
áðÝäåéîå üôé, áí ìéá Üëãåâñá (áíôéóôïé÷á, ìéá óõí-Üëãåâñá) åßíáé áñ÷éêÞ (áíôßóôïé÷á ôå-
ëéêÞ), ôüôå ï äïìéêüò ìïñöéóìüò ôçò åßíáé éóïìïñöéóìüò. Áõôü óçìáßíåé üôé ç áñ÷éêÞ êáé
ç ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá (áí õðÜñ÷ïõí) åßíáé óôáèåñÜ óçìåßá. Åðßóçò Ýíá óôáèåñü óçìåßï
ãéá êÜðïéï åíäïóõíáñôçôÞ ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò Üëãåâñá êáé ùò óõí- áëãåâñá. Áí
äïýìå Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò êáôçãïñßá êáé èåùñÞóïõìå Ýíá åíäïóõíáñ-
ôçôÞ ðÜíù ó'áõôü, ç áñ÷éêÞ Üëãåâñá (áí õðÜñ÷åé) åßíáé, üðùò åßðáìå, óôáèåñü óÞìåéï.
Áí õðÜñ÷ïõí êáé Üëëá óôáèåñÜ óçìåßá, áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò áñ÷éêÞò Üëãåâñáò,
åñìçíåõìÝíç óôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï, ðñïêýðôåé üôé ç áñ÷éêÞ Üëãåâñá åßíáé ôï
ìéêñüôåñï óôáèåñü óçìåßï. Áíôßóôïé÷á, ç ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá åßíáé ôï ìÝãéóôï óôáèåñü
óçìåßï. ÁíáöïñéêÜ ìå ïðïéáäÞðïôå ôþñá êáôçãïñßá êáé åíäïóõíáñôçôÞ, èåùñïýìå üôé ç
áñ÷éêÞ Üëãåâñá ãåíéêåýåé ôçí Ýííïéá ôïõ ìéêñüôåñïõ óôáèåñïõ óçìåßïõ, åíþ áíôßóôïé÷á
ç ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá ôçí Ýííïéá ôïõ ìÝãéóôïõ óôáèåñïõ óçìåßïõ.

Ç ÷ñçóéìüôçôá ýðáñîçò áñ÷éêþí (áíôéóôïß÷ùò, ôåëéêþí) óõíáëãåâñþí, ðÝñá áðü ôï
ãåãïíüò üôé ðïëëÝò äïìÝò åíäéáöÝñïíôïò ìðïñïõí íá éäùèïýí ùò ôÝôïéåò, Ý÷åé íá êÜíåé
êáé ìå ôçí äçìéïõñãßá\íÝùí ìïñöéóìþí". ÓõãêåêñéìÝíá, åêìåôáëëåõüìåíïé ôç ìïíáäé-
êüôçôá ýðáñîçò ìïñöéóìïý áðï ôçí áñ÷éêÞ Üëãåâñá óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç (áíôéóôïß÷ùò,
ôçí ìïíáäéêüôçôáò áðï ïðïéáäÞðïôå Üëëç óõí-Üëãåâñá ðñïò ôçí ôåëéêÞ), ìðïñïýìå íá
ðáñÜîïõìå ìïñöéóìü áëãåâñþí (áíôéóôïß÷ùò, óõí-áëãåâñþí) Ý÷ïíôáò ìüíï ìéá ôõ÷áßá
Üëãåâñá (áíôéóôïß÷ùò, óõí-Üëãåâñá). Ç ìÝèïäïò áõôÞ âñßóêåôáé ïõóéáóôéêÜ ðßóù áðü
ôç ãíùóôÞ äéáäéêáóßá ôùí ïñéóìþí ìÝóù åðáãùãÞò (induction), áîéïðïéþíôáò ôï ãåãï-
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íüò üôé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí åßíáé áñ÷éêÞ Üëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ
F (X) = 1 + X åðß ôçò êáôçãïñßáò ôùí óõíüëùí. ÄõúêÜ, ç ìÝèïäïò ôçò óõí-åðáãùãÞò
(co-induction)) ìáò åðéôñÝðåé ôïí ïñéóìü áðåéêïíßóåùí êáé ôçí áðüäåéîç éóïôÞôùí áîéï-
ðïéþíôáò ôçí ýðáñîç êáé ôç ìïíáäéêüôçôá ìïñöéóìþí ðñïò ôçí ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá. Ç
ìÝèïäïò áõôÞ áðïôåëåß âáóéêü ü÷çìá óôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ ãéá ôïí ïñéóìü êáé ôçí
áðüäåéîç éäéïôÞôùí ðïõ äéÝðïõí äïìÝò äåäïìÝíùí üôáí ôá óôïé÷åßá ôïõò åßíáé Üðåéñá óå
ìÝãåèïò (ð.÷ ôçò äïìÞò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí). Óôï ÊåöÜëáéï 3 èá äïýìå áíáëõôéêü
ðáñÜäåéãìá.

Ç ðáñïýóá äéáôñéâÞ áó÷ïëåßôáé ìå ôçí ýðáñîç ôåëéêþí êáé óõí-åëåýèåñùí óõí-áëãåâñþí
óå óõãêåêñéìÝíá åßäç êáôçãïñéþí (ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÝò êáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõ-
óéÜóéìåò). Ç êáôçãïñßá ôùí óõí-áëãåâñþí ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ, õðü ðñïûðïèÝóåéò,
Ý÷åé (êÜðïéá) óõíüñéá êáé üñéá. Ïé ðñïûðïèÝóåéò áõôÝò Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå éäéüôçôåò ðïõ
ç êáôçãïñßá êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò ðñÝðåé íá Ý÷ïõí.
Áí C åßíáé ìéá êáôçãïñßá êáé F : C → C Ýíáò åíäïóõíáñôçôÞò, åýêïëá ìðïñåß êáíåßò íá
äéáðéóôþóåé ôá ðáñáêÜôù:

1. Ç êáôçãïñßá Coalg(F ) Ý÷åé óõíüñéá õðü ôïí üñï üôé õðÜñ÷ïõí óôç C .

2. Ç êáôçãïñßá Coalg(F ) Ý÷åé üñéá áí ç C Ý÷åé êáé åðßóçò áõôÜ äéáôçñïýíôáé áðü ôïí
åíäïóõíáñôçôÞ F .

ÊÜðïéåò Üëëåò, ðïëý ðéï ïõóéþäåéò äéáðéóôþóåéò óå ó÷Ýóç ìå ôçí êáôçãïñßá Coalg(F )
åßíáé:

• Áí C åßíáé ðñïóéôÞ êáôçãïñßá êáé F Ýíáò ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõ-
íáñôçôÞò óôç C , ôüôå ç êáôçãïñßá Coalg(F ) åßíáé ðñïóéôÞ ([MPa]).

• Áí C åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá (locally �nitely presentable),
óõíôïìïãñáöéêÜ ô.ð.ð, êáé F ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò óôç C ,
ôüôå ç êáôçãïñßá Coalg(F ) åßíáé ô.ð.ð ([W]).

• Áí C åßíáé êáôçãïñßá ðñïäñáãìÜôùí (presheaves) åðß ìßáò ìéêñÞò êáôçãïñßáò êáé F
åíäïóõíáñôçôÞò ðïõ äéáôçñåß åõñåßåò-åöåëêýóåéò (wide-pullbacks), ôüôå ç êáôçãïñßá
Coalg(F ) åßíáé êáôçãïñßá ðñïäñáãìÜôùí ([W]).

ÐïëëÝò ôå÷íéêÝò Ý÷ïõí áíáðôõ÷èåß ãéá ôçí åýñåóç ôçò ôåëéêÞò óõí-Üëãåâñáò, óå êá-
ôçãïñßåò ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí óôá ìáèçìáôéêÜ êáé ôçí ðëçñïöïñéêÞ. Èá áíáöÝñïõìå óå
êÜðïéåò áðï áõôÝò:
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• ºóùò ç ðéï ãíùóôÞ ôå÷íéêÞ åßíáé áõôÞ ðïõ ìáò äßíåé ôïí öïñÝá ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãå-
âñáò ùò ôï üñéï ôçò !op-áëõóßäáò:

1
!← F (1)

F (!)← F 2(1)← : : :

äçë. F ! = limF n(1), üðïõ 1 åßíáé ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï êáé ! : F (1) → 1 åßíáé ï
ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ðñïò ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï. Ãéá íá åöáñìïóôåß áõôÞ ðñÝðåé ç
êáôçãïñßá ìïõ íá Ý÷åé, üñéá !op-áëõóßäùí ôá ïðïßá ï åíäïóõíáñôçôÞò F íá äéáôçñåß,
êáèþò êáé ôåëéêü áíôéêåßìåíï.
Ç ôå÷íéêÞ áõôÞ åöáñìüæåôáé, áí ç êáôçãïñßá K åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðá-
ñïõóéÜóéìç êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò F óõíå÷Þò (äçë. äéáôçñåß üñéá !op-áëõóßäùí).
Åðßóçò, áí K = Set êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò F åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò
(äçë. äéáôçñåß öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá). Ó'áõôÞí üìùò ôçí ðåñßðôùóç ï öïñÝáò ôçò
ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò T ëáìâÜíåôáé óå \2!-âÞìáôá", äçë.

T = lim
n<!

F n(F !(1))

• ¸íáò ðéï ãåíéêüò ôñüðïò åßíáé áõôüò ðïõ õðïëïãßæåé ôçí ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ùò
ôï óõíüñéï (colimit) üëùí ôùí óõí-áëãåâñþí óôçí êáôçãïñßá Coalg(F ). Ï ôñüðïò
üìùò áõôüò Ý÷åé Ýíá øåãÜäé: ôï óõíüñéï üëùí ôùí óõíáëãåâñþí ìðïñåß íá ìçí
õðÜñ÷åé (ï öïñÝáò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò ãåíéêÜ èá åßíáé ìéá êëÜóç). Ôï ðñü-
âëçìá áõôü ìðïñåß íá îåðåñáóôåß áí õðïèÝóïõìå üôé ç êáôçãïñßá Coalg(F ) Ý÷åé Ýíá
óýíïëï ãåííçôüñùí (set of generators).

• Ôï Üñèñï ìáò, [KMV], åßíáé ìéá óõìâïëÞ ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç üðùò èá áíá-
ëýóïõìå óôï ÊåöÜëáéï 4. Åäþ èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå üôé, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç
êáôçãïñßá K åßíáé ô.ð.ð êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò F ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò,
ãíùñßæïõìå üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá õðÜñ÷åé ðÜíôá ëüãù ôïõ üôé ï åðéëÞóìùí óõ-
íáñôçôÞò U : Coalg(F ) → K Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï (right adjoint) óõíáñôçôÞ.
Äåí ãíùñßæïõìå üìùò ðþò áõôÞ åêöñÜæåôáé, äçë. äåí Ý÷ïõìå ìéá ãåíéêÞ ðåñéãñáöÞ
ôçò.

Óôï ÊåöÜëáéï 2, ðáñáèÝôïõìå üëåò ôéò âáóéêÝò ãíþóåéò áðü ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí
ðïõ ÷ñåéÜæïíôáé ðñïêåéìÝíïõ ï áíáãíþóôçò íá êáôáíïÞóåé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñïýóáò
äéáôñéâÞò.

Ôï ÊåöÜëáéï 3 áðïôåëåß ìéá âáóéêÞ åéóáãùãÞ óôéò óõí-Üëãåâñåò. ×ñçóéìïðïéþíôáò
áðëÜ ðáñáäåßãìáôá äõíáìéêþí óõóôçìÜôùí, áíáëýïíôáò ôçí \óõìðåñéöïñÜ" ôïõò êáé áíá-
ðáñéóôþíôáò ôçí ìáèçìáôéêÜ, âëÝðïõìå üôé äßíïíôáé ùò óõí-Üëãåâñåò óôçí êáôçãïñßá ôùí
óõíüëùí. Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå ôïí ãåíéêü ïñéóìü ôçò óõí-Üëãåâñáò óå ïðïéáäÞðïôå êá-
ôçãïñßá, êáé áíáëýïõìå ôçí ó÷Ýóç ôçò ìå ôçí Üëãåâñá. Ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí
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óõí-áëãåâñþí, áöïý ðñþôá ïñßóïõìå ôé åßíáé ìïñöéóìüò óõí-áëãåâñþí. ÁíáöÝñïõìå ôçí
Ýííïéá ôçò ôåëéêÞò óõí-Üëãåâñáò, ó÷ïëéÜæïíôáò ôçí äõúêüôçôá ôçò ìå ôçí áñ÷éêÞ Üëãå-
âñá êáé ôï ãåãïíüò üôé áðïôåëïýí óôáèåñÜ óçìåßá. Êëåßíïíôáò ôï êåöÜëáéï ðáñáèÝôïõìå
äýï ðáñáäåßãìáôá ðñïêåéìÝíïõ íá ãßíåé êáôáíïçôÞ ç óðïõäáéüôçôá ýðáñîçò ôçò ôåëéêÞò
óõí-Üëãåâñáò.

Óôï ÊåöÜëáéï 4 ðáñïõóéÜæïõìå ôçí âáóéêÞ óõíåéóöïñÜ ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò. Ôçí
êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò ãéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïõò (�nitary) åíäï-
óõíáñôçôÝò ðÜíù óå ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÝò êáôçãïñßåò (�nitely acceessible categories).
Ãéá ôï óêïðü áõôü åéóÜãïõìå ìéá íÝá ôå÷íéêÞ, ìå ôçí ïðïßá êáôáóêåõÜæïõìå ôïí öïñÝá
ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò T ùò óõíüñéï ðåðåñáóìÝíùí ðáñïõóéÜóéìùí áíôéêåéìÝíùí (�-
nitely presentable objects), ðáñáìåôñéêïðïéçìÝíïõ áðï ìéá åéäéêÞ êáôçãïñßá ôçí ïðïßá
ïíïìÜæïõìå êáôçãïñßá óõìðëüêùí (complex category). Ôï êåöÜëáéï áõôü ÷ùñßæåôáé óå
äýï åíüôçôåò:

Óôçí ðñþôç åíüôçôá êáôáóêåõÜæïõìå ôçí ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ðåðåñáóìÝíá ðñïó-
äéïñéóìÝíïõò åíäïóõíáñôçôÝò ðÜíù üìùò óå ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíåò ðáñïõóéÜóéìåò êáôç-
ãïñßåò (ô.ð.ð). Èõìßæïõìå ðùò åßíáé ãíùóôü üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ðÜíôá õðÜñ÷åé
ó'áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç. Åðßóçò, üðùò ðñïáíáöÝñáìå, õðÜñ÷ïõí ôñüðïé ðåñéãñáöÞò ôçò
óå åðéìÝñïõò ðåñéðôþóåéò. Åìåßò óõíåéóöÝñïõìå åäþ ìßá åíéáßá áíáëõôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò.
ÅðéðëÝïí åäþ åîïéêåéþíåôáé ï áíáãíþóôçò ìå ôï âáóéêü åñãáëåßï ôçò ôå÷íéêÞò ìáò ðïõ
åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí. Äåß÷íïõìå ðþò Ýíá óýìðëåãìá ìðïñåß íá áíáêýøåé
ìå öõóéêü ôñüðï ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò éäéüôçôåò ôçò ô.ð.ð êáôçãïñßáò üôáí ðñïóðáèïýìå
íá ìéìçèïýìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò óôáèåñïý óçìåßïõ ôùí Knaster-Tarski.

Óôçí äåýôåñç åíüôçôá áíáðôýóïõìå ôçí ìÝèïäü ìáò üôáí ç êáôçãïñßá åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò. Ó'áõôÞí ôçí ðåñß-
ðôùóç âáóéæüìáóôå óå éäÝåò ðïõ áíáðôý÷èçêáí áðü ôïí Tom Leinster ãéá ôçí ìåëÝôç áõôï-
üìïéùí áíôéêåéìÝíùí (self-semilar objects) óôçí ôïðïëïãßá, [?]. Åäþ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá
åîÞò ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá áðü ôç èåùñßá ôùí ðñïóéôþí êáôçãïñéþí ([MPa]): KÜèå ðå-
ðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá êáôçãïñßá ðïõ áðáñôßæåôáé áðï
åðßðåäïõò óõíáñôçôÝò (
at functors) êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò åíäïóõíáñôç-
ôÞò (ðÜíù áðü ôçí K ) åßíáé éóüìïñöïò ì'Ýíá óõíáñôçôÞ ôçò ìïñöÞòM⊗−, üðïõM åßíáé
Ýíá åðßðåäï ìüäéï (
at module). Ìå ôçí âïÞèåéá áõôþí êáôáëÞãïõìå ó'Ýíá éóïäýíáìï
ïñéóìü ôçò Ýííïéáò ôïõ óõìðëÝãìáôïò êáèþò êáé ôçò êáôçãïñßáò ôùí óõìðëåãìÜôùí.
Áõôüò ìáò äéåõêïëýíåé ôå÷íéêÜ óôï íá äéáôõðþóïõìå óõíèÞêåò ðïõ åîáóöáëßæïõí üôé ç
êáôáóêåõÞ ðïõ ðñïôåßíïõìå åîáêïëïõèåß íá äßíåé ôçí ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá óôçí ðåñßðôùóç
áõôþí ôùí ãåíéêüôåñùí êáôçãïñéþí. Ùò óõãêåêñéìÝíç åöáñìïãÞ áðïäåéêíýïõìå üôé êÜèå
ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò ôçò êáôçãïñßáò ôùí ãñáììéêþí äéáôÜîåùí
åðéäÝ÷åôáé ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá. Åðßóçò óôçí åíüôçôá áõôÞ äåß÷íïõìå ðþò ç ãåíéêÞ ìáò
ðåñéãñáöÞ ôçò ôåëéêÞò óõí-Üëãåâñáò ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ãéá êáôÜëëçëï åíäïóõíáñ-
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ôçôÞ ôçò êáôçãïñßáò ôùí äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí ìå äéáêñéôÜ Üêñá äßíïíôáò ôï êëåéóôü
äéÜóôçìá [0; 1] ùò ôåëéêÞ óõí-Üëãåâñá.

Ôï ÊåöÜëáéï 5 áðïôåëåß ôçí Üëëç ðñùôüôõðç óõíåéóöïñÜ ôçò ðáñïýóáò äéáôñéâÞò.
Ôñïðïðïéïýìå êáôÜëëçëá ôçí Ýííïéá ôïõ óõìðëÝãìáôïò êáé ôïõ ìïñöéóìïý áíÜìåóÜ ôïõò.
Ç êáôçãïñßá óôçí ïðïßá êáôáëÞãïõìå, åöüóïí åßíáé öéëôñáñéóìÝíç, ðáñáìåôñéêïðïéåß Ýíá
óõí-üñéï ðïõ ìáò äßíåé ôç óõí-åëåýèåñç óõí-Üëãåâñá (cofree co-algebra)åðß åíüò áíôéêåé-
ìÝíïõ ôçò õðïêåßìåíçò êáôçãïñßáò. Ç ðáñáðÜíù õðüèåóç (äçëáäÞ, íá åßíáé öéëôñáñéóìÝíç
ç êáôçãïñßá ôùí ôñïðïðïéçìÝíùí óõìðëåãìÜôùí) ðëçñåßôáé ðÜíôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç
õðïêåßìåíç êáôçãïñßá åßíáé Scott-ðëÞñçò (Scott-complete). ¸ôóé Ý÷ïõìå Ýíá èåþñçìá
ãéá ôçí ýðáñîç êáé ôçí êáôáóêåõÞ ôçò óõí-åëåýèåñçò óõí-Üëãåâñáò ðïõ ðçãáßíåé ðÝñá
áðü ôçí ðåñßðôùóç ôùí ôïðéêþò ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìùí êáôçãïñéþí, ãéá ôéò ïðïßåò
ç ýðáñîç óõí-åëåýèåñùí óõí-áëãåâñþí Þôáí Þäç ãíùóôÞ.

Ôá ðñùôüôõðá áðïôåëÝóìáôá ðïõ âñßóêïíôáé óôá ÊåöÜëáéá 4 êáé 5 ôçò ðáñïýóáò
äéáôñéâÞò óõìðåñéëáìâÜíïíôáé óôç äçìïóéåõìÝíç åñãáóßá ([KMV]) êáé óôçí õðïâëçèåßóá
ðñïò äçìïóßåõóç ([KMV2]).
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ÊåöÜëáéï 2

Óôïé÷åßá áðü ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áíáöÝñïõìå êÜðïéá óôïé÷åßá áðü ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí, ôá
ïðïßá èá ìáò ÷ñåéáóôïýí ðñïêåéìÝíïõ íá äéáôõðþóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí åðüìåíùí
êåöáëáßùí. ÓõãêåêñéìÝíá èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ïé ëåãüìåíåò ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÝò
êáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò êáôçãïñßåò (�nitely accessible categories, locally
�nitely presentable categories), ôéò ïðïßåò èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ðñïóåããßóïõìå ìå üóï ôï
äõíáôüí ðéï öõóéêü ôñüðï. Óôçí ðñïóðÜèåéá ìáò áõôÞ õðïèÝôïõìå üôé ï áíáãíþóôçò ôçò
ðáñïýóáò äéáôñéâÞò åßíáé ãíþóôçò êÜðïéùí âáóéêþí åííïéþí ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí,
üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôçò Ýííïéáò, ôïõ óõíáñôçôÞ, ôïõ öõóéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý êáé ôçò
ðñïóÜñôçóçò.

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò óå ó÷Ýóç ìå ôéò êáôçãïñßåò áõôÝò, åíäåéêôéêÜ áíáöÝ-
ñïõìå ôá âéâëßá, [AR], [GU] êáé [MPa].

2.1 ÔïðéêÜ ÐáñïõóéÜóéìåò êáé ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò

Ç Ýííïéá ôçò ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìçò êáôçãïñßáò åßíáé ðñïãåíÝóôåñç áõôÞò ôçò ðñï-
óéôÞò êáôçãïñßáò. ÅéóÞ÷èçêå áðü ôïõò P. Gabriel êáé F. Ulmer [GU] ôï 1971. Ïé
ðñïóéôÝò êáôçãïñßåò, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí ãåíßêåõóç ôùí ôïðéêþí ðáñïõóéÜóéìùí êáôç-
ãïñéþí, ðñùôïåéóÞ÷èçóáí áðü ôïí C. Lair [L] ôï 1981, áëëÜ ìåëåôÞèçêáí åêôåíÝóôåñá
áðü ôïõò M. Makkai êáé R. Paré ([MPa] 1989) óôïõò ïðïßïõò áðïäßäåôáé êáé ï üñïò
\ðñïóéôÞ êáôçãïñßá".

Ãéá íá åéóÜãïõìå ôéò êáôçãïñßåò áõôÝò èá áíáöåñèïýìå óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôùí
äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí, êáèþò êáé êÜðïéùí éäéáßôåñùí äïìéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ðïõ
ìðïñåß íá åìöáíßæïõí. Èõìßæïõìå üôé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (ì.ä.ó) åßíáé
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10 ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ

Ýíá óýíïëï åöïäéáóìÝíï ìå ìéá (äéìåëÞ) ó÷Ýóç äéÜôáîçò. ÊÜèå ì.ä.ó (P;≤) ìðïñåß íá
èåùñçèåß ùò ìéá (ìéêñÞ) êáôçãïñßá, üðïõ áíôéêåßìåíá ôçò åßíáé óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ P
êáé ìåôáîý äýï óôïé÷åßùí x; y õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò ôçò êáôçãïñßáò, x −→ y, áí êáé ìüíï
áí x ≤ y. Åðßóçò, êÜèå ì.ä.ó ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò áíôéêåßìåíï ìéáò êáôçãïñßáò, ôçí
ïðïßá óõìâïëßæïõìå Pos. Ïé ìïñöéóìïß ôçò êáôçãïñßáò áõôÞò åßíáé óõíáñôÞóåéò ìåôáîý
ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí ðïõ äéáôçñïýí ôçí äéÜôáîç. ÄçëáäÞ, Ýíáò ìïñöéóìüò
f : (P;≤) −→ (P ′;≤′) ôçò êáôçãïñßáò Pos åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, f : P −→ P ′, ôÝôïéá
þóôå áí x ≤ y ôüôå f(x) ≤′ f(y).

¸÷ïíôáò ëïéðüí Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï, èá ðåñéãñÜøïõìå êÜðïéåò êáôá-
óêåõÝò - éäéüôçôåò ó'áõôü êáé èá äïýìå ðùò áõôÝò \åñìçíåýïíôáé-ãåíéêåýïíôáé" óå ìéá
êáôçãïñßá. Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå ôéò ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìåò êáé ðñïóéôÝò êáôçãïñßåò,
ùò êáôçãïñßåò ì'áõôÝò ôéò éäéüôçôåò.

Èá îåêéíÞóïõìå ìå ôéò ãíùóôÝò Ýííïéåò ôïõ åëÜ÷éóôïõ Üíù öñÜãìáôïò (supremum),
êáé ôïõ ìÝãéóôïõ êÜôù öñÜãìáôïò (in�mum) åíüò õðïóõíüëïõ åíüò ìåñéêþò äéáôåôáã-
ìÝíïõ óõíüëïõ. ¸óôù S Ýíá õðïóýíïëï åíüò ì.ä.ó P , ôï supremum ôïõ S, óõíÞèùò ôï
óõìâïëßæïõìå ìå

∨
S Þ supS, åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ P ìå ôéò éäéüôçôåò:

(i) Ãéá êÜèå s ∈ S éó÷ýåé s ≤
∨
S.

(ii) Áí õðÜñ÷åé Ýíá Üëëï óôïé÷åßï y ∈ P Ýôóé þóôå s ≤ y, ãéá êÜèå s ∈ S, ôüôå éó÷ýåé∨
S ≤ y.

Èåùñþíôáò ôï ì.ä.ó P ùò êáôçãïñßá, áíôéêáèéóôþíôáò ôç ó÷Ýóç äéÜôáîçò \≤" ìå âÝëç
\−→", ï ïñéóìüò ôïõ supremum åíüò õðïóõíüëïõ S ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ: Ôï õðïóýíïëï
S åßíáé ôþñá ìéá õðïêáôçãïñßá ôçò P , ôï supremum åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï Ô(=

∨
S) ôçò

êáôçãïñßáò êáé ïé éäéüôçôåò (i); (ii) ãßíïíôáé:

(i′) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï s ∈ S õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò ps : s −→ T

(ii′) Áí õðÜñ÷åé Ýíá Üëëï áíôéêåéìÝíï T ′ ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå s ∈ S íá õðÜñ÷åé ìïñ-
öéóìüò qs : s −→ T ′ ôüôå õðÜñ÷åé (ìïíáäéêüò) ìïñöéóìüò e : T −→ T ′ ìå ôçí
éäéüôçôá: e · ps = qs.

Åäþ èá ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå ôï åîÞò: ôï ì.ä.ó ùò êáôçãïñßá Ý÷åé ôçí éäéáéôåñüôçôá
üôé ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí ôïõ åßôå õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò (áí ôá óôïé÷åßá áõôÜ óõ-
ãêñßíïíôáé), Þ äåí õðÜñ÷åé (áí ôá óôïé÷åßá äåí óõãêñßíïíôáé). Ïðüôå óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
õðÜñ÷ïõí ìïñöéóìïß ìåôáîý êÜðïéùí áíôéêåéìÝíùí \si", ð.÷ s1 −→ s2; (s1 ≤ s2), óôïí
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2.1. ÔïðéêÜ ÐáñïõóéÜóéìåò êáé ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò 11

õðïëïãéóìü ôïõ supremum èá Ý÷ïõìå äéáãñÜììáôá ôçò ìïñöÞò

s1
t //

ps1   @
@@

@@
@@

@ s2

ps2~~~~
~~

~~
~~

T

ôá ïðïßá åßíáé êáô'áíÜãêç áíôéìåôáèåôéêÜ, äçë.

ps2 · t = ps1

áöïý ìåôáîý ôùí s1; s2 õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò ìïñöéóìüò. Ôï áíôéêåßìåíï Ô ìáæß ìå ôéò
ðáñáðÜíù éäéüôçôåò åßíáé áõôü ðïõ èá ïíïìÜæïõìå óõíüñéï óå ìéá êáôçãïñßá. Óôç óõíÝ-
÷åéá èá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá åñìçíåýóïõìå ôçí Ýííïéá áõôÞ óå ïðïéáäÞðïôå êáôçãïñßá.

Ï óõíáñôçôÞò ìåôáîý êáôçãïñéþí èá åßíáé ôï \ü÷çìá" ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðñï-
êåéìÝíïõ íá ãåíéêåýóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ óõíïñßïõ óå ïðïéáäÞðïôå êáôçãïñßá K .
Ôï õðïóýíïëï S åßíáé õðüêáôçãïñßá ôçò P , õðÜñ÷åé åðïìÝíùò ï \ôåôñéìÝíïò" óõíáñôçôÞò
J : S −→ P , ìå J(s) = s ãéá êÜèå s ∈ S êáé J(f) = f üðïõ f ìïñöéóìüò ôçò S. Ìå ôçí
âïÞèåéá ôïõ óõíáñôçôÞ áõôïý áíáäéáôõðþíïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ óõíïñßïõ ðïõ áíáöÝñáìå
ðñïçãïõìÝíùò. ÓõãêåêñéìÝíá, ïé éäéüôçôåò (i′); (ii′) ãßíïíôáé:

(i′′) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò ìïñöÞò J(s) ∈ P õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò ps : J(s) −→ T . Áí
ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí ôçò S õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìïñöéóìüò, Ýóôù t : s −→ s′, ôüôå
ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá

J(s)
J(t)

//

ps
!!C

CC
CC

CC
C

J(s′)

ps′
}}zz

zz
zz

zz

T

åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

(ii′′) Áí õðÜñ÷åé Ýíá Üëëï áíôéêåéìÝíï T ′ ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå J(s) ∈ P íá õðÜñ÷åé
ìïñöéóìüò qs : J(s) −→ T ′ ôüôå õðÜñ÷åé (ìïíáäéêüò) ìïñöéóìüò e : T −→ T ′ ìå
ôçí éäéüôçôá: e · ps = qs.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå Ýíáí ïðïéïíäÞðïôå óõíáñôçôÞ F : I −→ K ìåôáîý
ôùí êáôçãïñéþí, I ðïõ åßíáé Ýíá ì.ä.ó êáé ìéáò áõèáßñåôçò êáôçãïñßáò K . Ó'áõôÞí ôçí
ðéï ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç êáôçãïñßá I äåí åßíáé õðïêáôçãïñßá ôçò K êáé ï óõíáñôçôÞò F
äåí åßíáé ï ôåôñéììÝíïò. ÌåôáöÝñïíôáò ôéò éäéüôçôåò (i′′), (ii′′) óôï ðëáßóéï áõôü, æçôÜìå
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12 ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ

ôï óõíüñéï ôùí áíôéêåéìÝíùí ôçò êáôçãïñßáò K ðïõ åßíáé åéêüíåò áíôéêåéìÝíùí ôïõ ì.ä.ó
I. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
• Áí ç êáôçãïñßá I Ý÷åé ìüíï äýï áíôéêåßìåíá ÷þñéò íá õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò ìåôáîý ôïõò,
äçë.

I = { i1 i2 }

æçôÜìå ôï óõíüñéï ôùí áíôéêåéìÝíùí

K1(= F (i1)) K2(= F (i2))

óôçí êáôçãïñßá K .
• Áí ç êáôçãïñßá I Ý÷åé ôñßá áíôéêåßìåíá ìå ìïñöéóìïýò ìåôáîý ôïõò:

I = { i1
f←− i2

h−→ i3 }

ôüôå æçôÜìå ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò

K1(= F (i1))
F (f)←−K2(= F (i2))

F (h)−→K3(= F (i3))

óôçí K .

Óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï óõíüñéï (áí õðÜñ÷åé) èá åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï, Ýóôù T , ôçò êáôç-
ãïñßáò K , ìáæß ìå ìéá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí (óõíéóôþóåò ôïõ óõí-ïñßïõ)

(pi : F (i) −→ T )i∈I

ç ïðïßá íá êáèéóôÜ ôï åðáãüìåíï äéÜãñáììá 1 , óôçí K , áíôéìåôáèåôéêü (T óõí-êþíïò
ôïõ äéáãñÜììáôïò). Aí õðÜñ÷åé Üëëï áíôéêåßìåíï T ′ ìå áíôßóôïé÷ç ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí
(qi : F (i) −→ T ′)i∈I ðïõ íá êÜíåé ôï ßäéï (äçë. T ′ Ýíáò Üëëïò óõí-êþíïò), èá õðÜñ÷åé
ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e : T −→ T ′ ôÝôïéïò þóôå

qi = e · pi

ãéá üëá ôá i ∈ I. ÄçëáäÞ, ïðïéïóäÞðïôå óõí-êþíïò T ′ \ðáñáãïíôïðïéåßôáé" ìïíáäéêÜ
ìÝóù ôïõ óõí-êþíïõ T . Ç ýðáñîç ôçò ìïíáäéêÞò áõôÞò ðáñáãïíôïðïßçóçò ïíïìÜæåôáé

1Ìå áðëÜ ëüãéá, äéÜãñáììá óå ìéá êáôçãïñßá åßíáé Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá üðïõ, ïé êïñõöÝò
ôïõ ãñáöÞìáôïò åßíáé áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò êáé ïé áêìÝò ìïñöéóìïß ôçò êáôçãïñßáò. ¸íá ôÝôïéï
äéÜãñáììá èá ëåãåôáé áíôéìåôáèåôéêü áí ïðïôåäÞðïôå õðÜñ÷ïõí äýï äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá áðü ìßá êï-
ñõöÞ óå ìßá Üëëç, ðïõ ðñïêýðôïõí óõíèÝôïíôáò ìïñöéóìïýò ôçò êáôçãïñßáò, ïé ìïñöéóìïß ðïõ åðÜãïíôáé
èá éóïýíôáé.
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2.1. ÔïðéêÜ ÐáñïõóéÜóéìåò êáé ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò 13

óôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-ïñßïõ. Ãéá óõíôïìßá ôï óõíüñéï èá
ôï óõìâïëßæïõìå, T = colimFi. Åßíáé ìïíáäéêÜ ðñïóäéïñéóìÝíï ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý.

Óõíïøßæïíôáò, èá ïíïìÜæïõìå (I−)äéÜãñáììá ìéáò êáôçãïñßáò K Ýíá óõíáñôçôÞ
F : I −→ K , êáé óõí-üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò ðïõ åðÜãåé ï óõíáñôçôÞò áõôüò óôçí
êáôçãïñßá K Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò ôï ïðïßï åßíáé óõí-êþíïò êáé åðéðëÝïí
ðëçñåß ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-ïñßïõ. Ôï óõíüñéï ðïõ èá ðñïêýðôåé óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ èá ëÝìå üôé åßíáé ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò F ðáñáìåôñéêïðïéçìÝíï áðü ôçí
äåßêôñéá êáôçãïñßá I.

ÐáñáôÞñçóç 2.1 Ï ãåíéêüò ïñéóìüò áöÞíåé ðåñéèþñéï ãéá ôçí ýðáñîç ðáñÜëëçëùí ìïñ-
öéóìþí ìåôáîý ôùí áíôéêåéìÝíùí ôçò äåßêôñéáò êáôçãïñßáò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ç äåßêôñéá êáôçãïñßá åßíáé ç åîÞò:

I = { i1
f

⇒
g

i2 }

êáé äéÜãñáììá F : I −→ K , ôï óõíüñéï (áí õðÜñ÷åé)

F (i1)
F (f)

//

F (g)
//

pi1
""D

DD
DD

DD
D

F (i2)

pi2
||zz

zz
zz

zz

T

èá åßíáé Ýíáò óõí-êþíïò Ô ôçò êáôçãïñßáò, äçë. èá éó÷ýåé ç éóüôçôá

pi2 · F (f) = pi1 = pi2 · F (g)

êáé áí T ′ Ýíáò Üëëïò óõí-êþíïò èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e : T −→ T ′ Ýôóé þóôå

F (i1)
F (f)

//

F (g)
//

pi1
""E

EEEEEEE

qi1

$$

F (i2)

pi2
||yyyyyyyy

qi2

zz

T

e

��

T ′

e · pi1 = qi1 êáé e · pi2 = qi2
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14 ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ

Áðü ôá ðáñáðÜíù, âëÝðïõìå ðþò ç Ýííïéá ôïõ supremum åíüò õðïóõíüëïõ åíüò ì.ä.ó
ãåíéêåýôçêå óå ôõ÷áßá êáôçãïñßá êáé Ýäùóå ôçí êáôçãïñéêÞ Ýííïéá ôïõ óõíïñßïõ. Áí
èÝëïõìå ìéá ãåíéêÞ äéáôýðùóç ôçò ðáñáðÜíù Ýííïéáò áõôÞ äßíåôáé ùò óõíäõáóìüò ôùí
äýï áêüëïõèùí ïñéóìþí:

Ïñéóìüò 2.2 ¸óôù Ýíá äéÜãñáììá ôçò êáôçãïñßáò K , F : D −→ K , Ýíáò óõí-êþíïò
ãéá ôïí óõíáñôçôÞ áõôü áðïôåëåßôáé áðü:

1. Åíá áíôéêåßìåíï Ô ôçò êáôçãïñßáò Ê.

2. Ìéá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí pD : F (D) −→ T , Ýôóé þóôå ãéá ïðïéïíäÞðïôå ìïñöé-
óìü fD : D −→ D′ óôçí D , pD′ · F (fD) = pD, ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï D ∈ D .

Ïñéóìüò 2.3 ÄïèÝíôïò åíüò äéáãñÜììáôïò F : D −→ K , óõíüñéï ãéá ôïí óõíáñôçôÞ
áõôü åßíáé Ýíáò óõí-êþíïò (T; (pD)D∈D) óôçí K Ýôóé þóôå, ãéá êÜèå Üëëï óõí-êþíï
(T ′; (qD)D∈D) íá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e : T −→ T ′ ìå ôçí éäüôçôá ãéá êÜèå
D ∈ D íá éó÷ýåé, e · pD = qD.

ÄõúêÜ óêåðôüìåíïé, åñìçíåýïíôáò ôçí Ýííïéá ôïõ ìåãßóôïõ êÜôù öñÜãìáôïò (in�mum)
åíüò õðïóõíüëïõ S åíüò poset P , èåùñþíôáò ôï P ùò êáôçãïñßá ðñïêýðôåé ç êáôçãïñéêÞ
Ýííïéá ôïõ ïñßïõ, ôçí ïðïßá ãåíéêåýïõìå óå ïðïéáäÞðïôå êáôçãïñßá, üðùò êáé ðñéí ìÝóù
ôïõ óõíáñôçôÞ.

ËÝìå üôé Ýíá äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (P;≤) åßíáé Üíù çìéäéêôõùôü áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï
õðïóýíïëï ôïõ Ý÷åé supremum. Åñìçíåýïíôáò ôçí éäéüôçôá áõôÞ óå ôõ÷áßá êáôçãïñßá
ðñïêýðôåé ç Ýííïéá ôçò ðåðåñáóìÝíá óõí-ðëÞñïõò êáôçãïñßáò.

Ïñéóìüò 2.4 Ç êáôçãïñßá K èá ëÝãåôáé (ðåðåñáóìÝíá) óõí-ðëÞñçò áí ãéá êÜèå óõ-
íáñôçôÞ

F : I −→ K

üðïõ I (ðåðåñáóìÝíç) êáôçãïñßá, õðÜñ÷åé óõíüñéï.

Áíôßóôïé÷á áðü ôïí ïñéóìü ôïõ êÜôù çìéäéêôõùôïý, äçë. áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
Ý÷åé in�mum, ðñïêýðôåé áíÜëïãá ç Ýííïéá ôçò (ðåðåñáóìÝíá) ðëÞñïõò êáôçãïñßáò.

Óôïí ðáñáðÜíù Ïñéóìü ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôïí üñï \ðåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá". Ìå
áöïñìÞ áõôÞ ôçí áíáöïñÜ èá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéá æçôÞìáôá ðëçèéêüôçôáò ðïõ áíáêý-
ðôïõí. ÁõôÜ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôï \ìÝãåèïò" ôùí \óõëëïãþí" ôùí êáôçãïñéþí ìå ôéò
ïðïßåò åñãáæüìáóôå, óõãêåêñéìÝíá ìáò åíäéáöåñåß áí åßíáé óýíïëá Þ êëÜóåéò. Ïé áêü-
ëïõèïé äýï Ïñéóìïß ôáîéíïìïýí êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ôéò êáôçãïñßåò ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò.
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Ïñéóìüò 2.5 (ÐåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá)
Ìéá êáôçãïñßá èá êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíç áí áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï
áíôéêåéìÝíùí êáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ìïñöéóìþí.

Ïñéóìüò 2.6 (ÌéêñÞ - ÔïðéêÜ ìéêñÞ êáôçãïñßá)
ÌéêñÞ êáôçãïñßá ïíïìÜæåôáé ç êáôçãïñßá ôçò ïðïßáò ôá áíôéêåßìåíá êáé ïé ìïñöéóìïß
áðáñôßæïõí óýíïëá (êáé ü÷é êëÜóåéò), äéáöïñåôéêÜ ç êáôçãïñßá êáëåßôáé ìåãÜëç.
ÔïðéêÜ ÌéêñÞ êáôçãïñßá ïíïìÜæåôáé ç êáôçãïñßá üðïõ ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá A;B,
ç óõëëïãÞ üëùí ôùí ìïñöéóìþí ìåôáîý ôùí áíôéêåéìÝíùí áõôþí, äçë. ôï hom-óýíïëï
hom(A;B), åßíáé óýíïëï. 2

ÏíïìÜæïõìå åíá äéáôåôáãìÝíï óýíïëï P ðëÞñåò äéêôõùôü áí êÜèå õðïóýíïëï ôïõ
Ý÷åé supremum. ¼ìùò áðïäåéêíýåôáé üôé áí Ýíá äéáôåôáãìÝíï óýíïëï Ý÷åé supremum
ãéá êÜèå õðïóýíïëü ôïõ ôüôå Ý÷åé êáé in�mum ãéá êÜèå õðïóýíïëï ôïõ. ÄõúêÜ, áí óå
Ýíá äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êÜèå õðïóýíïëï ôïõ Ý÷åé in�mum, ôüôå êÜèå õðïóýíïëï ôïõ
Ý÷åé êáé supremum. Óå ìéá êáôçãïñßá êÜôé áíôßóôïé÷ï äåí áëçèåýåé ãåíéêÜ, äçë. áí ìéá
êáôçãïñßá åßíáé ðëÞñçò äåí Ýðåôáé ïôé åßíáé êáé óõí-ðëÞñçò êáé áíôßóôñïöá.

Åíá äéáôåôáãìÝíï óýíïëï P ëÝãåôáé êáôåõèõíüìåíï áí,

(i) Eßíáé ìç êåíü.

(ii) Ãéá êÜèå äýï óôïé÷åßá x; y ∈ P õðÜñ÷åé z ∈ P ìå x ≤ z êáé y ≤ z.

Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå äýï óôïé÷åßá ôïõ P õðÜñ÷åé Üíù öñÜãìá. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé
áí óå Ýíá óýíïëï, ãéá êÜèå äýï óôïé÷åßá ôïõ õðÜñ÷åé ôï supremum ôïõò, ôüôå åßíáé êá-
ôåõèõíüìåíï.

×ñçóéìïðïéþíôáò ùò äåßêôñéá êáôçãïñßá, óôïí ïñéóìü ôïõ óõíïñßïõ, Ýíá êáôåõèõíüìåíï
ì.ä.ó ðñïêýðôåé Ýíá éäéáßôåñï åßäïò óõíïñßïõ ôï ëåãüìåíï êáôåõèõíüìåíï óõíüñéï.

Ïñéóìüò 2.7 (Êáôåõèõíüìåíï óõíüñéï)
¸óôù êáôçãïñßá K êáé óõíáñôçôÞò

D : I −→ K

üðïõ ôï I åßíáé êáôåõèõíüìåíï ì.ä.ó (ôï ïðïßï ôï âëÝðïõìå ùò êáôçãïñßá). Óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ ï óõíáñôçôÞò D èá ïíïìÜæåôáé êáôåõèõíüìåíï äéÜãñáììá êáé ôï óõíüñéï
(áí õðÜñ÷åé) èá ëÝãåôáé êáôåõèõíüìåíï óõíüñéï.

2Ïé êáôçãïñßåò óôéò ïðïßåò èá áíáöåñüìáóôå èá åßíáé ðÜíôá ôïðéêÜ ìéêñÝò.
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Ç óçìáóßá ôùí êáôåõèõíüìåíùí óõíïñßùí ãßíåôáé áíôéëçðôÞ óå êáôçãïñßåò üðïõ äåí
Ý÷ïõìå óõíüñéá (ãåíéêÜ), áëëÜ ëüãù ôçò öýóçò ôùí áíôéêåéìÝíùí êáé ôùí ìïñöéóìþí
ðñïêýðôåé ìå öõóéêü ôñüðï ç ýðáñîç êáôåõèõíüìåíùí óõíïñßùí. ×áñáêôçñéóôéêü ðá-
ñÜäåéãìá åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí ãñáììéêþí äéáôÜîåùí Lin. Áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò
áõôÞò åßíáé ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíá óýíïëá êáé ìïñöéóìïß óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáôçñïýí ôçí
äéÜôáîç. Ðñþôá èá áðïäåßîïõìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò áíôéðáñÜäåéãìá, üôé ç êáôçãïñßá Lin

äåí Ý÷åé óõíüñéá. Óôç óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå ôá áßôéá áõôÞò ôçò áðïôõ÷ßáò êáé èá äïýìå
ðþò áíáêýðôïõí ôá êáôåõèõíüìåíá óõíüñéá.

Ìå ôï áêüëïõèï ðáñÜäåéãìá èá áðïäåßîïõìå üôé ç êáôçãïñßá Lin äåí Ý÷åé, Ýíá óõãêå-
êñéìÝíï åßäïò óõí-ïñßùí, ôá óõí-ãéíüìåíá 3.

ÐáñÜäåéãìá 2.8 ¸óôù üôé ç äåßêôñéá êáôçãïñßá Ý÷åé äýï äéáêñôéôÜ áíôéêåßìåíá I =
{i; j}, ôï áíôßóôïé÷ï äéÜãñáììá óôçí êáôçãïñßá Lin, D : I −→ Lin, èá áðïôåëåßôáé áðü
äýï ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá D(i); D(j). Èá äåßîïõìå üôé êáíÝíáò óõí-êþíïò
ôïõ äéáãñÜììáôïò äåí ìðïñåß íá ðëçñåß ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-ïñßïõ.

Áðüäåéîç: Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï äéÜãñáììá Ý÷åé óõí-êþíï L ∈ Lin. Èá áðïäåßîïõìå
üôé õðÜñ÷åé Üëëïò óõí-êþíïò, Q, êáé äåí õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò áðü ôï óõí-êþíï L óôïí
óõí-êþíï Q.
¸óôù p; q ïé ìïñöéóìïß ôùí D(i); D(j) ðñïò ôï L êáé f; g ïé áíôßóôïé÷ïé ìïñöéóìïß ðñïò
ôï Q, ïðüôå Ý÷ïõìå ôï äéÜãñáììá:

D(i)
p
//

f
!!B

BB
BB

BB
B L D(j)

q
oo

g
}}{{

{{
{{

{{

Q

¸óôù x Ýíá óôïé÷åßï ôïõ D(i) êáé y Ýíá óôïé÷åßï ôïõ D(j). ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò
ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé q(y) <L p(x).

3Óõí-ãéíüìåíï äýï áíôéêåéìÝíùí A;B ìéáò êáôçãïñßáò C åßíáé ç äõúêÞ Ýííïéá ôïõ ãéíïìÝíïõ, üðïõ
Ý÷ïõí áíôéóôñáöåß ôá âÝëç. ÓõãêåêñéìÝíá, åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò, óõíÞèùò ôï óõì-

âïëßæïõìå ìå A q B, åöïäéáóìÝíï ìå äýï ìïñöéóìïýò: A
inA // AqB B

inBoo Ýôóé þóôå, áí õðÜñ-
÷åé Üëëï áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò åöïäéáóìÝíï ìå äýï ìïñöéóìïýò áðü ôá áíôéêåßìåíá A;B, ð.÷

A
f
// Q B

g
oo , íá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e : AqB −→ Q ðïõ íá êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

A
inA //

f
""E

EE
EE

EE
EE AqB

e

��

Bg
inBoo

g

{{xx
xx

xx
xx

x

Q

áíôéìåôáèåôéêü.
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Èåùñïýìå ôïí óõí-êþíïò Q ìå äýï áíôéêåßìåíá {�; �}, üðïõ � <Q �. Ï ìïñöéóìüò f
áðåéêïíßæåé üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ D(i) óôï óôïé÷åßï � åíþ ï ìïñöéóìüò g áðåéêïíßæåé ôá
óôïé÷åßá ôïõ D(j) óôï �. Áí ï óõí-êþíïò L ðëçñïýóå ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-
ïñßïõ èá Ýðñåðå íá õðÞñ÷å (ìïíáäéêüò) ìïñöéóìüò, e : L −→ Q, ï ïðïßïò íá êáèéóôïýóå
ôï äéÜãñáììá

D(i)
p
//

f
!!B

BB
BB

BB
B L

e

��

D(j)
q

oo

g
}}{{

{{
{{

{{

Q

áíôéìåôáèåôéêü êáé åðéðëÝïí íá äéáôçñïýóå ôçí äéÜôáîç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ L. ¼ìùò ãéá
ôá äýï óôïé÷åßá ðïõ åðéëÝîáìå áõôü äåí éó÷ýåé. Ï ìïñöéóìüò f áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï
x ∈ D(i) óôï óôïé÷åßï � ∈ Q êáé ï ìïñöéóìüò g ôï óôïé÷åßï y ∈ D(j) óôï óôïé÷åßï
� ∈ Q, Üñá ãéá íá éó÷ýåé ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò èá ðñÝðåé ï ìïñöéóìüò
e íá áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï p(x) óôï � êáé ôï óôïé÷åßï q(y) óôï �. Áõôü üìùò óçìáßíåé
üôé ï e äåí äéáôçñåß ôçí äéÜôáîç.

¸÷ïíôáò Ýíá ôõ÷áßï äéÜãñáììá D : I −→ Lin ôï óõíüñéï, áí õðÜñ÷åé, èá åßíáé Ýíá
óýíïëï åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç. Ãíùñßæïõìå ðùò õðïëïãßæåôáé ôï óõíü-
ñéï åíüò ïðïéïõäÞðïôå äéáãñÜììáôïò óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí: Åßíáé ôï ðçëßêï ôçò
äéáæåõãìÝíçò Ýíùóçò ôùí êïñõöþí ôïõ äéáãñÜììáôïò ðñïò ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò. Äç-
ëáäÞ, ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò D óôçí êáôçãïñßá Set (Þ áí èÝëïõìå íá åßìáóôå
ôõðéêïß, óõíèÝôïíôáò ôï äéÜãñáììá D ìå ôïí åðéëÞóìïíá óõíáñôçôÞ (forgetfull functor)
4 I D−→ Lin

U−→ Set) èá åßíáé ôï óýíïëï ðçëßêï
∐
i∈I
D(i)= ∼. Ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ïñßæåôáé

ùò åîÞò: Åóôù x; x′ ∈
∐
i∈I
D(i) ìå x ∈ D(i) êáé x′ ∈ D(i′), ôüôå x ∼ x′ áíí õðÜñ÷åé

æéãê-æáãê óôç äåßêôñéá êáôçãïñßá

i = i1

a1
""D

DD
DD

DD
DD

i3

a3
����

��
��

�
: : : i2l−1

a2l−1
!!C

CC
CC

CC
C i2l+1 = i′

a2l+1
zzuuuuuuuuu

i2 i2l

(2.1)

4Ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò, óõíÞèùò ôïí óõìâïëßæïõìå ìå U , ïñßæåôáé Ýôóé þóôå íá \îå÷íÜåé êÜôé". Ãéá
ðáñÜäåéãìá ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò áðü ôçí êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí Grp óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí
Set îå÷íÜåé ôçí äïìÞ ôçò ïìÜäïò êáé áðåéêïíßæåé ìéá ïìÜäá óôï óýíïëï öïñÝá ôçò. Åðßóçò ï åðéëÞóìùí
óõíáñôçôÞò áðü ôçí êáôçãïñßá Lin óôçí êáôçãïñßá Set îå÷íÜåé ôçí ãñáììéêÞ äéÜôáîç. Åðßóçìïò ïñéóìüò
ãéá ôïí åðéëÞóìïíá óõíáñôçôÞ äåí õðÜñ÷åé, èá ìðïñïýóå íá ïñéóôåß ùò Ýíáò ðéóôüò óõíáñôçôÞò ðñïò ôçí
Set.

17



18 ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ

êáé óôïé÷åßá y2k−1 ∈ D(i2k−1), k = 1; : : : ; l ôÝôïéá þóôå

x = y1; D(a2k1)(y2k−1) = D(a2k+1)(y2k+1); y2k+1 = x′ 5

Ôï åñþôçìá ëïéðüí åßíáé õðï ðïéÝò ðñïûðïèÝóåéò ìðïñïýìå íá åöïäéÜóïõìå ôï óýíïëï
ðçëßêï

∐
i∈I
D(i)= ∼ ìå ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç Ýôóé þóôå íá áíÞêåé óôçí êáôçãïñßá Lin.

¼ðùò åßäáìå ìå ôï ðñïçãïýìåíï ÐáñÜäåéãìá, áí ç äåßêôñéá êáôçãïñßá åßíáé äéáêñéôÞ
äåí Ýðåôáé üôé õðÜñ÷åé ôï óõí-üñéï óôçí Lin. Óýìöùíá ì'áõôÜ ðïõ åßðáìå ðáñáðÜíù ãéá ôï
ðùò õðïëïãßæåôáé ôï óõí-üñéï óôá óýíïëá, äýï ïðïéáäÞðïôå óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ ðçëßêïõ
èá áíÞêïõí óå ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá ôá ïðïßá èá ðñïÝñ÷ïíôáé áðü áíôéêåßìåíá
óôçí äåßêôñéá êáôçãïñßá ôá ïðïßá èá åßíáé ãåíéêÜ åßôå äéáêñéôÜ, åßôå èá óõíäÝïíôáé ìå Ýíá
æéãê-æÜãê ôçò ìïñöÞò (2.1). Áõôü Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá ôá óôïé÷åßá áõôÜ íá ìçí ìðïñïýí íá
åéäùèïýí ùò óôïé÷åßá åíüò ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ êáé óõíåðþò íá äéáôá÷èïýí.
Ôï ðñüâëçìá áõôü áðáëåßöåôáé áí ç äåßêôñéá êáôçãïñßá åßíáé êáôåõèõíüìåíç (directed).
Ôüôå ôá áíôéêåßìåíá óôçí äåßêôñéá êáôçãïñßá èá óõíäÝïíôáé ìå æéãê-æáãê ìÞêïõò 1: 6

i

a
��=

==
==

==
= i′

a′����
��

��
�

i1

Ïðüôå áíôß ãéá ôá óôïé÷åßá x; x′, ðïõ áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêÜ D(i), èá Ý÷ïõìå ôá éóïäý-
íáìá óôïé÷åßá x ∼ D(a)(x); x′ ∼ D(a′)(x′) ðïõ èá áíÞêïõí óôï ßäéï ãñáììéêþò äéáôåôáã-
ìÝíï óýíïëï D(i1), êáôÜ óõíÝðåéá èá óõãêñßíïíôáé. ÅðïìÝíùò áí D(a)(x) < D(a′)(x′)
Þ D(a′)(x′) < D(a)(x) èá Ý÷ïõìå [x] < [x′] Þ [x′] < [x] áíôßóôïé÷á, åíþ áí D(a)(x) =
D(a′)(x′), áðü ôïí ïñéóìü ôçò ó÷Ýóçò éóïäõíáìßáò ðñïêýðôåé üôé x ∼ x′, äçëáäÞ [x] = [x′].

Åäþ èá ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üôé ôï \áðüôåëåóìá ôçò óýãêñéóçò" ôùí óôïé÷åßùí
x; x′ åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ óôïé÷åßïõ i1 ôçò äåßêôñéáò êáôçãïñßáò. Äçë.
áí õðÞñ÷å êÜðïéï Üëëï óôïé÷åßï i2 ∈ I êáé ìïñöéóìïß � : i −→ i2; �

′ : i′ −→ i2 ðñïò
áõôü ç äéÜôáîç ôùí x; x′ óôï D(i2) äåí ìðïñåß íá Þôáí äéáöïñåôéêÞ. ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ
ç äåßêôñéá êáôçãïñßá åßíáé êáôåõèõíüìåíç èá õðÜñ÷åé áíôéêåßìåíï i3 ∈ I Ýôóé þóôå ôï

5Ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ó÷åôéêÜ ìå ôçí êáôáóêåõÞ ïñßùí-óõíïñßùí óôá óýíïëá ìðïñåßôå íá âñåßôå
óôéò óçìåéþóåéò [KP].

6Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò êáôåõèõíüìåíçò êáôçãïñßáò ðñïêýðôåé åýêïëá üôé ïðïéïõäÞðïôå ìÞêïò æéãê-
æáãê ôçò ìïñöÞò (2.1) ìðïñåß íá \óõìðëçñùèåß" êáôÜëëçëá þóôå íá ðñïêýøåé æéãê-æáãê ìÞêïõò 1.
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äéÜãñáììá
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i3

íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü. Åðüìåíùò, óôï áíôßóôïé÷ï äéÜãñáììá óôçí êáôçãïñßá Lin, ç
äéÜôáîç ôùí x; x′ óôï D(i3) èá ðñÝðåé íá \óõìöùíåß" ìå áõôÞ óôï D(i1) êáé D(i2), Üñá
äåí ìðïñåß ç äéÜôáîç ôùí óôïé÷åßùí óôï D(i2) íá åßíáé äéáöïñåôéêÞ.
Ïäçãïýìáóôå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé êÜèå êáôåõèõíüìåíï äéÜãñáììá óôçí êáôçãïñßá
Lin Ý÷åé óõíüñéï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áíáöåñèïýìå óôçí Ýííïéá ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ Þ óõìðáãïýò óôïé÷åßïõ,
åíüò ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ êáé èá äïýìå ðþò áõôÞ åñìçíåýåôáé-åðåêôåßíåôáé óå
ìéá êáôçãïñßá. Åíá óôïé÷åßï a åíüò ì.ä.ó P èá ïíïìÜæåôáé ðåðåñáóìÝíï áí, ïðïôåäÞðïôå
Ý÷ïõìå Ýíá êáôåõèõíüìåíï õðïóýíïëïD ⊆ P Ýôóé þóôå a ≤

∨
D õðÜñ÷åé êÜðïéï óôïé÷åßï

d ôïõ D ôÝôïéï þóôå a ≤ d.

Ç \ãåíßêåõóç" ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ óôïé÷åßïõ óå ìéá êáôçãïñßá ìáò äßíåé ôçí Ýííïéá ôïõ
ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìïõ áíôéêåéìÝíïõ (�nitely presentable object).

Ïñéóìüò 2.9 (ÐåðåñáóìÝíá ÐáñïõóéÜóéìï Áíôéêåßìåíï) Åíá áíôéêåßìåíï Ê ìéáò êá-
ôçãïñßáò K èá êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå êáôåõ-
èõíüìåíï óõíüñéï T = colimDi (üðïõ óõíáñôçôÞò D : I −→ K ìå I êáôåõèõíüìåíï
ì.ä.ó), 7 ïðïôåäÞðïôå õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò f : K −→ T õðÜñ÷åé óõíéóôþóá ôïõ óõí-ïñßïõ
ci : Di −→ T Ýôóé þóôå:

(i) ï ìïñöéóìüò f íá ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìÝóù ôçò óõíéóôþóáò ci, äçë. õðÜñ÷åé ìïñ-
öéóìüò gi : K −→ Di ï ïðïßïò íá êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

Di

ci

��

K
f
//

gi
>>

T

áíôéìåôáèåôéêü, äçë. f = ci · gi.

7Óõ÷íÜ, ãéá ëüãïõò åõêïëßáò, ôá óôïé÷åßá ôïõ äéáãñÜììáôïò D ôá óõìâïëßæïõìå ìå Di áíôß ãéá D(i).
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(ii) Áí õðÜñ÷åé êáé äåýôåñç ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ f ,äçë.

Di

ei

!!

ci

##
K

gi
>>}}}}}}}}

gj   @
@@

@@
@@

@ Dk

ck // T

Dj

ej

>>

cj

;;

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ôñßôï áíôéêåßìåíï ôïõ óõíïñßïõ, Dk, ìáæß ìå ìïñöéóìïýò ei; ej
ðñïò ôï áíôéêåßìåíï áõôü, Ýôóé þóôå ôï Üíù äéÜãñáììá íá ãßíåôáé áíôéìåôáèåôéêü.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí hom-óõíáñôçôÞ ðñïêýðôåé ï åîÞò éóïäýíáìïò ïñéóìüò:

Ïñéóìüò 2.10 Åíá áíôéêåßìåíï K ∈ K åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áí ï hom-
óõíáñôçôÞò 8

hom(K;−) : K −→ Set

äéáôçñåß êáôåõèõíüìåíá óõí-üñéá. Äçë. ãéá êÜèå êáôåõèõíüìåíï äéÜãñáììá D : I −→
K , Ý÷ïõìå üôé ï êáíïíéêüò ìïñöéóìüò:

colim
i

(homK (K;Di))
∼=−→ homK (K; colim

i
Di)

9

íá åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Ðáñáäåßãìáôá 2.11 ÌåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá ðåðåñáóìÝíùí ðáñïõóéÜóéìùí áíôéêåéìÝíùí
åßíáé ôá áêüëïõèá:

1. Óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí Set Ýíá áíôéêåßìåíï K, äçë. Ýíá óýíïëï, åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áí êáé ìüíï áí åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

8Ôïõò hom-óõíáñôçôÝò ôïõò áðïêáëïýìå êáé áíáðáñáóôÜóéìïõò óõíáñôçôÝò.
9¸÷ïíôáò êáôÜ íïõ ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý ôùí êáôåõèõíüìåíùí óõíïñßùí óôá óýíïëá ðïõ óêéá-

ãñáöÞóáìå ðáñáðÜíù, áíáëýïõìå ôïí éóïìïñöéóìü áõôü. èá äéáðéóôþóïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôïí êá-
íïíéêü ìïñöéóìü ðïõ åðÜãåôáé áðü ôï óõíüñéï colim

i
(homK (K;Di)) óôï óýíïëï homK (K; colim

i
Di)

(áðü ôç óôéãìÞ ðïõ ôï óýíïëï áõôü áðïôåëåß óõí-êþíï ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíïñßïõ), äçë.

colim
i

(homK (K;Di)) −→ homK (K; colim
i

Di), ðïõ áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï [K x−→Di] ôïõ óõ-

íïñßïõ óôïí ìïñöéóìü ðïõ ðñïêýðôåé óõíèÝôïíôáò ìå ôçí i−óõíéóôþóá ôïõ óõíïñßïõ colim
i

Di,

K
x−→Di

ini−→ colim
i

Di. Ï ïðïßïò êáíïíéêüò ìïñöéóìüò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé éóïìïñöéóìüò.
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2. Tá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá óôçí êáôçãïñßá Pos åßíáé åêåßíá ôá
poset (P;≤) üðïõ ï öïñÝáò ôïõò P åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï.

3. Óôçí êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí Grp, ìéá ïìÜäá G åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç
áíí \ãåííéÝôáé" áðü ðåðåñáóìÝíïõò ôï ðëÞèïò ãåííÞôïñåò, ïé ïðïßïé ó÷åôßæïíôáé
ìÝóù åíüò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ó÷Ýóåùí.

4. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ôçò êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìïò áí êáé ìüíï áí åßíáé ðåðåñáóìÝíïò êáé äéáêñéôéêüò.

ÕðÜñ÷åé ìéá äéáóýíäåóç ìåôáîý ôçò Ýííïéáò ôçò êáôåõèõíüìåíçò êáôçãïñßáò êáé ôçò
öéëôñáñéóìÝíçò êáôçãïñßáò, ç ïðïßá ìáò åðéôñÝðåé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ
êáôåõèõíüìåíïõ óõíïñßïõ ìå áõôÞ ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ óõíïñßïõ. Ìå ôïí üñï öéëôñáñé-
óìÝíï óõíüñéï, óå ìéá êáôçãïñßá K , åííïïýìå ôï óõíüñéï ãéá Ýíá óõíáñôçôÞ D : D −→
K üðïõ ç äåßêôñéá êáôçãïñßá D åßíáé öéëôñáñéóìÝíç.

Ïñéóìüò 2.12 Ç êáôçãïñßá D åßíáé öéëôñáñéóìÝíç (�ltered) áí éó÷ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) åßíáé ìç-êåíÞ.

(ii) ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá D1 ; D2 õðÜñ÷åé áíôéêåßìåíï D3 ôçò C êáé ìïñöéóìïß
f1 : D1 −→ D3 ; f2 : D2 −→ D3.

(iii) ãéá êÜèå æåýãïò ìïñöéóìþí f; g : D1 ⇒ D2 õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò e : D2 −→ D3 óôçí
D , ôÝôïéïò þóôå: e · f = e · g.

Ç äéáóýíäåóç ôùí äýï áõôþí åííïéþí ìðïñåß íá êùäéêïðïéçèåß óôçí åîÞò ðñüôáóç:ÊÜèå
öéëôñáñéóìÝíç êáôçãïñßá Ý÷åé ôåëéêÞ õðïêáôçãïñßá ðïõ åßíáé êáôåõèõíüìåíç. Ç éäÝá
ôçò ôåëéêÞò õðïêáôçãïñßáò ìéáò êáôçãïñßáò, åßíáé ïôé ìðïñþ íá ðåñéïñßæù ïðïéïäÞðïôå
äéÜãñáììá ôçò êáôçãïñßáò óå äéÜãñáììá óôçí õðïêáôçãïñßá, ÷ùñßò íá ìåôáâÜëëåôáé ôï
óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò (áí õðÜñ÷åé). ¸ôóé ëïéðüí ôï óõíüñéï óôçí êáôçãïñßá åßíáé
éóüìïñöï ìå ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò ðïõ ðåñéïñßæåôáé óôçí ôåëéêÞ õðïêáôçãïñßá.
Ïðüôå óõìðåñáßíïõìå üôé ìéá êáôçãïñßá åðéäÝ÷åôáé óõíüñéï ãéá êÜèå öéëôñáñéóìÝíï äéÜ-
ãñáììá áí êáé ìüíï áí åðéäÝ÷åôáé ãéá êÜèå êáôåõèõíüìåíï. ÅðïìÝíùò ï ïñéóìüò ôïõ
ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìïõ áíôéêåéìÝíïõ, áíôéêáèéóôþíôáò ôçí Ýííïéá ôïõ êáôåõèõíüìå-
íïõ óõíïñßïõ ìå áõôÞ ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ óõíïñßïõ, ðáñáìÝíåé áíáëëïßùôïò.

Óçìåßùóç 2.13 Ç êáôçãïñßá D èá ëÝãåôáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç áí ç äûéêÞ ôçò êáôçãïñßá
Dop åßíáé öéëôñáñéóìÝíç.
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Åßìáóôå ðëÝïí óå èÝóç, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò Ýííïéåò ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù, íá
äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôçò ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞò êáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìçò
êáôçãïñßáò.

Ïñéóìüò 2.14 (ÔïðéêÜ ÐåðåñáóìÝíá ÐáñïõóéÜóéìç Êáôçãïñßá)
Ç êáôçãïñßá K èá åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç (locally �nitely presentable)
áí,

1. åßíáé óõí-ðëÞñçò,

2. Ý÷åé Ýíá óýíïëï áðü ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá, A , ìå ôçí éäéüôçôá
üôé êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò K ∈ K , íá åßíáé öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï
áíôéêåéìÝíùí ôçò A äçë. K = colim

�lt:
Ki üðïõ Ki ∈ A .

Ç Ýííïéá ôçò ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìçò êáôçãïñßáò áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò Ýí-
íïéáò ôïõ áëãåâñéêïý äéêôõùôïý. Èõìßæïõìå ïôé Ýíá ì.ä.ó åßíáé áëãåâñéêü äéêôõùôü áí:
(i) åßíáé ðëÞñåò äéêôõùôü êáé (ii) êÜèå óôïé÷åßï ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï supremum ôùí ðåðå-
ñáóìÝíùí óôïé÷åßùí ôïõ ðïõ åßíáé ìéêñüôåñá Þ ßóá áðü áõôü.

ÂëÝðïíôáò ôçí ðñþôç óõíèÞêç ôïõ Ïñéóìïý (2.14) óõìðåñáßíïõìå ïôé åßíáé ðïëý ðå-
ñéïñéóôéêÞ. ÕðÜñ÷ïõí áñêåôÜ ðáñáäåßãìáôá êáôçãïñéþí ðïõ ðáñïõóéÜæïõí åíäéáöÝñïí,
üðïõ ç êáôçãïñßá äåí åßíáé óõí-ðëÞñçò. Áí üìùò \åëáöñýíïõìå" ôçí óõíèÞêç áõôÞ, æçôþ-
íôáò ç êáôçãïñßá íá ìçí Ý÷åé üëá ôá (ðåðåñáóìÝíá) óõíüñéá áëëÜ ìüíï Ýíá óõãêåêñéìÝíï
åßäïò (öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá), êáôáëÞãïõìå óå Ýíá ðéï ãåíéêü åßäïò êáôçãïñéþí.

Ïñéóìüò 2.15 (ÐåðåñáóìÝíá ÐñïóéôÞ Êáôçãïñßá)
ÐåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá (�nitely accessible category) èá ëÝãåôáé ìéá êáôçãïñßá
K ç ïðïßá

1. Ý÷åé öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá,

2. Ý÷åé Ýíá óýíïëï, A , áðü ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ìå ôçí éäéüôçôá
üôé êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò åßíáé öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï áíôéêåéìÝíùí
ôçò A .

Óôç óõíÝ÷åéá èá äþóïõìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìùí
êáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôþí êáôçãïñéþí. Åðßóçò èá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéá óçìáíôéêÜ
áðïôåëÝóìáôá ðïõ ôéò äéÝðïõí.

Ï ôßôëïò ôçò ðáñáãñÜöïõ 2.1 åßíáé \ÔïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìåò êáé ÐñïóéôÝò êáôçãïñßåò",
áëëÜ üðùò åßðáìå óôçí åéóáãùãÞ ôïõ êåöáëáßïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí ïé \ðåðåñáóìÝíá
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ðñïóéôÝò" êáé \ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò" êáôçãïñßåò. ÄçëáäÞ ðñïóéôÝò êáé
ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìåò êáôçãïñßåò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ êáíïíéêïý ðëçèÜñéèìïõ. 10

Ï ñüëïò ôïõ êáíïíéêïý ðëçèÜñéèìïõ ãßíåôáé áíôéëçðôüò áðü ôïõò áêüëïõèïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 2.16 Åóôù � êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò.

• �-êáôåõèõíüìåíï poset åßíáé ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï üðïõ êÜèå õðïóýíïëï
ôïõ ðëçèéêüôçôáò < � Ý÷åé Üíù öñÜãìá.

• �-öéëôñáñéóìÝíç êáôçãïñßá êáëåßôáé ìéá êáôçãïñßá D üðïõ:

1. ç D åßíáé ìç-êåíÞ,

2. ãéá êÜèå óõëëïãÞ áíôéêåéìÝíùí Di ; i ∈ I ôçò D ðëÞèïõò ìéêñüôåñïõ ôïõ �,
õðÜñ÷åé áíôéêåßìåíï D êáé ìïñöéóìïß fi : Di −→ D ; i ∈ I óôçí D ,

3. ãéá êÜèå óõëëïãÞ ìïñöéóìþí ðëÞèïõò < � ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí ôçò D ,
fi : D1 −→ D2 ; i ∈ I óôçí D, õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò e : D2 −→ D ôÝôïéïò þóôå
e · fi = e · fj ; ∀i; j ∈ I.

Éóïäýíáìá, êÜèå äéÜãñáììá I −→ D ìå card(I) < � Ý÷åé êþíï.

• �-öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï óå ìéá êáôçãïñßá K åßíáé ôï óõíüñéï ãéá Ýíá óõíáñôçôÞ
F : D −→ K , üðïõ ç äåßêôñéá êáôçãïñßá D åßíáé �-öéëôñáñéóìÝíç.

• ¸íá áíôéêåßìåíï K ìéáò êáôçãïñßáò êáëåßôáé �-ðáñïõóéÜóéìï áí ï hom-óõíáñôçôÞò
hom(K;−) äéáôçñåß �-öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï (2.16) èá ïñßóïõìå ôéò ëåãüìåíåò �-ðñïóéôÝò êáé ôïðéêÜ �-ðáñïõóéÜóéìåò
êáôçãïñßåò.

Ïñéóìüò 2.17 (ÔïðéêÜ �-ÐáñïõóéÜóéìç Êáôçãïñßá)
Ç êáôçãïñßá K êáëåßôáé ôïðéêÜ �-ðáñïõóéÜóéìç áí, åßíáé óõí-ðëÞñçò êáé Ý÷åé Ýíá óý-
íïëï A áðü �-ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôÝôïéá þóôå êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò K íá åßíáé
�-öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï áíôéêåéìÝíùí ôïõ A .

10Êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò (regular cardinal) �, åßíáé Ýíáò Üðåéñïò ðëçèÜñéèìïò ï ïðïßïò äåí ìðïñåß íá
ãñáöåß ùò Üèñïéóìá ìéêñüôåñïõ ðëÞèïõò áðü ìéêñüôåñïõò ðëçèÜñéèìïõò. Ìå Üëëá ëüãéá ï � äåí ìðïñåß
íá ãñáöåß óáí Üèñïéóìá: � =

∑
i<�

�i, üðïõ �é < � êáé � < �.

23



24 ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÇÍ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÙÍ

Ïñéóìüò 2.18 (�-ÐñïóéôÞ Êáôçãïñßá)
Ç êáôçãïñßá K èá åßíáé �-ðñïóéôÞ áí Ý÷åé, �- öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá êáé Ýíá óýíïëï
A áðü �-ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôÝôïéá þóôå êÜèå áíôéêåßìåíï ôçò K íá åßíáé �-
öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï áíôéêåéìÝíùí ôïõ A .

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò � éóïýôáé ìå ℵ0 ìéëÜìå ãéá ðåðåñáóìÝíá
ðñïóéôÝò êáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò êáôçãïñßåò.

Óçìåßùóç 2.19 Ôï óýíïëï A ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôïõò ðáñáðÜíù Ïñéóìïýò óõíÞ-
èùò åðéëÝãïõìå íá åßíáé ç êáôçãïñßá Kfp. Áðü êÜèå êëÜóç éóïìïñößáò áíôéêåéìÝíùí
ôçò K åðéëÝãïõìå Ýíá áíôéðñüóùðï, ïé áíôéðñüóùðïé áõôïß áðáñôßæïõí ôá áíôéêåßìåíá
ôçò êáôçãïñßáò Kfp. Ìå ôïí ôñüðï áõôü áõôü åîáóöáëßæïõìå üôé ç Kfp åßíáé ìéêñÞ
êáôçãïñßá.

Ðáñáäåßãìáôá 2.20 (ÔïðéêÜ ÐåðåñáóìÝíá ÐáñïõóéÜóéìùí Êáôçãïñéþí)

1. Ç êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí Set, ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóßáóéìá áíôéêåßìåíá ôçò ïðïßáò
åßíáé ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

2. ÊÜèå poset èåùñïýìåíï ùò êáôçãïñßá åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç áí
êáé ìïíï áí åßíáé áëãåâñéêü äéêôõùôü.

3. Ç êáôçãïñßá Pos, ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôçò ïðïßáò åßíáé ôá
ðåðåñáóìÝíá poset, äçë.åêåßíá ðïõ ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ôïõò åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

4. H êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí Grp, ìå ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôéò ðå-
ðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò ïìÜäåò.

5. Áí C åßíáé ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá, ç êáôçãïñßá ôùí óõíáñôçôþí Fun(C ; Set) 11 åß-
íáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç. Ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá
åßíáé óõíáñôçôÝò ôçò ìïñöÞò T = colim

i<n
hom(Ci;−) : C −→ Set ðåðåñáóìÝíá óõ-

íüñéá áðü áíáðáñáóôÜóéìïõò óõíáñôçôÝò (representable functors).

Ðáñáäåßãìáôá 2.21 (ÐåðåñáóìÝíá Ðñïóéôþí Êáôçãïñéþí)

1. ÊÜèå ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá.

11Óõìâïëßæïõìå ìå Fun(C ;D) Þ [C ;D ], üðïõ C ;D êáôçãïñßåò, ôçí êáôçãïñßá ìå:
ÁíôéêåéìÝíá óõíáñôçôÝò F : C −→ D êáé

ìïñöéóìïýò ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí F;G : C −→ D , öõóéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò � : F •−→G
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2. Ç êáôçãïñßá Inj, áíôéêåßìåíá ôçò ïðïßáò åßíáé óýíïëá êáé ìïñöéóìïß 1− 1 óõíáñ-
ôÞóåéò. Ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá åßíáé ôá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

3. Ç êáôçãïñßá Field ôùí óùìÜôùí êáé ôùí ïìïìïñöéóìþí ìåôáîý ôïõò. Ôá ðåðåñá-
óìÝíá ðáñïõóßáóéìá óþìáôá åßíáé åêåßíá ðïõ ãåííéïýíôáé áðü ðåðåñáìÝíá ôï ðïëý
óôïé÷åßá. ÅðåéäÞ áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíá ãåíüìåíï óþìá F [x1; : : : ; xn]
åßíáé éóüìïñöï ìå Ýíá áðü ôá óþìáôá: Q[x1; : : : ; xn]; Zp[x1; : : : ; xn], áýôá åßíáé åí
ôÝëåé ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóßáóéìá áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò.

4. Ç êáôçãïñßá Lin ôùí ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí êáé ìïíüôïíùí áðåéêïíß-
óåùí áíáìåóÜ ôïõò, ìå ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôá ðåðåñáóìÝíá
ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá.

5. Ç êáôçãïñßá Pos0;1 (âëÝðå Ïñéóìü 4.24).

6. Áí C åßíáé ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá, ç êáôçãïñßá ôùí óõíáñôçôþí Flat(C ; Set) 12 åßíáé
ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ, óôçí ïðïßá ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá åßíáé
hom-óõíáñôçôÝò hom(C;−) : C −→ Set, üðïõ C áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò C .

¼ðùò öáßíåôáé áðü ôá ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìáôá ðïëëÝò åíäéáöÝñïõóåò êáôçãïñßåò ðñï-
êýðôåé üôé åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÝò Þ ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò. Óôï âéâëßï
[AR] ïé J. Ad�amek êáé J. Rosick�y ìåëÝôçóáí ôéò êáôçãïñßåò áõôÝò êáé êáôÝãñáøáí ðëç-
èþñá áðïôåëåóìÜôùí. Ìéá óõóôçìáôéêÞ Ýêèåóç êÜðïéùí áðïôåëåóìÜôùí åßíáé ç áêü-
ëïõèç:

Ðüñéóìá 2.22 (1.28 [AR])
ÊÜèå ôïðéêÜ ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá åßíáé ðëÞñçò.

Èåþñçìá 2.23 (1.46 [AR])
Åóôù � êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò êáé K ôïðéêÜ �-ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá. Ãéá êÜèå
êáôçãïñßá K ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) ç K åßíáé ôïðéêÜ �-ðáñïõóéÜóéìç.

(ii) ç K åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá êáôçãïñßá óõíáñôçôþí áðü ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá óôá
óýíïëá, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá äéáôçñïýí �-ìéêñÜ óõíüñéá. Äçë,

K ∼= �− Lex(A ; Set)

üðïõ A ìéêñÞ êáôçãïñßá.

12H êáôçãïñßá áõôÞ åßíáé êáôçãïñßá óõíáñôçôþí, ç ïðïßá Ý÷åé ãéá áíôéêåßìåíá åðßðåäïõò óõíáñôçôÝò
(âë. Åíüôçôá 2.2).
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Óçìåßùóç 2.24 Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ � = ℵ0 ãñÜöïõìå

K ∼= Lex(A ; Set)

üðïõ ôá áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò Lex(A ; Set), äçë. óõíáñôçôÝò ôçò ìïñöÞò F :
A −→ Set, äéáôçñïýí ðåðåñáóìÝíá üñéá.

Ïñéóìüò 2.25 Åíáò óõíáñôçôÞò F : K −→ L èá ïíïìÜæåôáé �-ðñïóéôüò (�-accessible),
üðïõ � êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò, áí K êáé L åßíáé �-ðñïóéôÝò êáôçãïñßåò êáé ï óõíáñ-
ôçôÞò F äéáôçñåß �-öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá.

Óçìåßùóç 2.26 Áí � = ℵ0 ï óõíáñôçôÞò F äéáôçñåß öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá êáé ïíï-
ìÜæåôáé \ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò" (�nitary).

Èåþñçìá 2.27 (2.26 [AR])
ÊÜèå �-ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K , üðïõ � êáíïíéêüò ðëçèÜñéèìïò, åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá
êáôçãïñßá óõíáñôçôþí ôçò ìïñöÞò �-Flat(A ; Set), üðïõ A ìéêñÞ êáôçãïñßá. Áíôéêåß-
ìåíá ôçò êáôçãïñßáò áõôÞò åßíáé �-åðßðåäïé óõíáñôçôÝò F : A −→ Set (âëÝðå ÐáñÜ-
ãñáöï 2.2).

Óçìåßùóç 2.28 Áí � = ℵ0 ôüôå K ∼= Flat(A ; Set) üðïõ ôá óôïé÷åßá ôçò êáôçãïñßáò
Flat(A ; Set) åßíáé åðßðåäïé óõíáñôçôÝò F : A −→ Set.

Ðñüôáóç 2.29 ÊÜèå �-ðñïóéôüò åíäïóõíáñôçôÞò Φ : K −→ K óå ìéá �-ðáñïõóéÜóéìç
êáôçãïñßá K ìðïñåß íá éäùèåß ùò �-ðñïóéôüò åíäïóõíáñôçôÞò ôçò ìïñöÞò

Φ : �− Flat(A ; Set) −→ �− Flat(A ; Set)

Óçìåßùóç 2.30 Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ � = ℵ0, ï åíäïóõíáñôçôÞò åßíáé ôçò ìïñöÞò Φ :
Flat(A ; Set) −→ Flat(A ; Set) êáé åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò.

Óçìåßùóç 2.31 Ç êáôçãïñßá A ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ðáñáðÜíù óõíÞèùò åðéëÝãïõìå íá
åßíáé ç äûéêÞ êáôçãïñßá ôùí ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìùí áíôéêåéìÝíùí (Kfp)

op.

Óôï ÐáñÜäåéãìá 2.21 (5), êáèþò êáé óôï Èåþñçìá 2.27 åßäáìå üôé ç êáôçãïñßá
Flat(A ; Set) åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ, êáé üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá
K åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá êáôçãïñßá áõôÞò ôçò ìïñöÞò. ÐÜíù óôï áðïôÝëåóìá áõôü
èá óôçñé÷ôïýìå ðñïêåéìÝíïõ íá áíáðôýîïõìå ôá åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò ðáñïýóáò
äéáôñéâÞò. Åßíáé ëïéðüí áðáñáßôçôï, êëåßíïíôáò ôï åéóáãùãéêü áõôü êåöÜëáéï, íá ðïýìå
äõï ëüãéá ãéá ôá áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò áõôÞò, ôïõò åðßðåäïõò óõíáñôçôÝò.
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2.2 Åðßðåäïé óõíáñôçôÝò - Kan ÅðåêôÜóåéò

Óôçí âéâëéïãñáößá åðßðåäïò óõíáñôçôÞò áðü ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá óôçí êáôçãïñßá ôùí
óõíüëùí, êáëåßôáé ï óõíáñôçôÞò åêåßíïò üðïõ, ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ êáôÜ ìÞêïò
ôçò åìöýôåõóçò Yoneda äéáôçñåß ðåðåñáóìÝíá üñéá Þ éóïäýíáìá ç êáôçãïñßá ôùí óôïé-
÷åßùí ôïõ åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.

Ï äåýôåñïò ôñüðïò èÝáóçò ôùí åðßðåäùí óõíáñôçôþí áðáéôåß ëéãüôåñåò ãíþóåéò èåùñßáò
êáôçãïñéþí, óõíåðþò èá îåêéíÞóïõìå ì'áõôüí. ¸óôù F : A −→ Set óõíáñôçôÞò áðü
ìéá êáôçãïñßá óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí, ìå elts(F ) óõìâïëßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ F ðïõ ïñßæåôáé ùò åîÞò:

1. Áíôéêåßìåíá, åßíáé æåõãÜñéá ôçò ìïñöÞò (A; a), üðïõ A áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò
A êáé a óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ F (A).

2. Ìïñöéóìüò ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí f : (A; a) −→ (B; b) åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò
f : A −→ B ôçò êáôçãïñßáò A ìå ôçí éäéüôçôá Ff(a) = b.

Ç êáôçãïñßá áõôÞ, ðñïêåéìÝíïõ ï F íá åßíáé åðßðåäïò, èÝëïõìå íá åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç,
äçë. åöáñìüæïíôáò ôïí Ïñéóìü 2.12 äõúêÜ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò:

(i) Ç êáôçãïñßá elts(F ) íá åßíáé ìç-êåíÞ, äçë. íá õðÜñ÷åé áíôéêåßìåíï A ∈ A êáé
óôïé÷åßï a ∈ F (A) Ýôóé þóôå (A; a) ∈ elts(F ).

(ii) Ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá (A; a ∈ F (A)), (B; b ∈ F (B)) íá õðÜñ÷åé ôñßôï áíôéêåß-
ìåíï (C; c ∈ F (C) ôçò elts(F ) ìáæß ìå ìïñöéóìïýò f; g, Ýôóé þóôå

(A; a)

(C; c)

f 55jjjjjj

g ))TTTTTT

(B; b)

(iii) Ãéá êÜèå æåýãïò ìïñöéóìþí

(A; a)
f
//

g
// (B; b)

óôçí elts(F ), íá õðÜñ÷åé êþíïò, äçë. Ýíá áíôéêåßìåíï (E; e ∈ F (E)) êáé ìïñöéóìüò
h : E −→ A

(E; e) h // (A; a)
f
//

g
// (B; b)
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Ýôóé þóôå:
f · h = g · h êáé F (f · h)(e) = b = F (g · h)(e)

Ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôïõò åðßðåäïõò óõíáñôçôÝò ìå ôïí Üëëï ôñüðï åßíáé áðáñáßôçôï
íá áíáöåñèïýìå óôéò ëåãüìåíåò Kan åðåêôÜóåéò.

Kan åðåêôÜóåéò

Ç éäÝá ôçò Kan åðÝêôáóçò ãéá Ýíá óõíáñôçôÞ F : C −→ D Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï
ðñüâëçìá ôçò åðÝêôáóçò ôïõ ðåäßïõ ôïõ óõíáñôçôÞ F , ìÝóù åíüò äïèÝíôïò óõíáñôçôÞ
åìöýôåõóçò 13 k : C −→ L , äçëáäÞ êáôÜ ðüóï õðÜñ÷åé óõíáñôçôÞò F̂ : L −→ D Ýôóé
þóôå:

C
k //

F   @
@@

@@
@@

@ L

F̂~~}}
}}

}}
}}

D

(F̂ · k ∼= F )

Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôéò Kan åðåêôÜóåéò ìå äýï ôñüðïõò. Ï Ýíáò ÷ñçóéìïðïéåß
ðñïóáñôÞóåéò åíþ ï Üëëïò (óõí)üñéá êÜðïéïõ åßäïõò.

¸÷ïíôáò Ýíá óõíáñôçôÞ k : C −→ L êáé ìéá êáôçãïñßá D åðÜãåôáé, ìåôáîý ôùí
êáôçãïñéþí Fun(L ;D) êáé Fun(C ;D), óõíáñôçôÞò k∗ : Fun(L ;D) −→ Fun(C ;D) ðïõ
óôÝëíåé Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò Fun(L ;D) äçë. Ýíá óõíáñôçôÞ G : L −→ D ,
óôïí óõíáñôçôÞ ðïõ ðñïêýðôåé óõíèÝôïíôáò ìå ôïí k äçë. óôïí G · k : C −→ D ∈
Fun(C ;D).

Ïñéóìüò 2.32 Áí ï óõíáñôçôÞò k∗ : Fun(L ;D) −→ Fun(C ;D) Ý÷åé áñéóôåñÜ ðñïóáñ-
ôçìÝíï óõíáñôçôÞ, ôïí óõìâïëßæïõìå

Lank− : Fun(C ;D) −→ Fun(L ;D)

13¸íáò óõíáñôçôÞò T : C −→ D èá ëÝãåôáé óõíáñôçôÞò åìöýôåõóçò áí Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò äýï
éäéüôçôåò:

• åßíáé ðëÞñçò, äçë. áí ãéá êÜèå æåýãïò C;C ′ áíôéêåéìÝíùí ôçò C êáé ãéá êÜèå âÝëïò ôçò ìïñöÞò
g : T (C) −→ T (C ′) ôçò D , õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò f : C −→ C ′ ∈ C ôÝôïéïò þóôå g = T (f).

• åßíáé ðéóôüò, äçë. áí ãéá êÜèå æåýãïò áíôéêåéìÝíùí C;C ′ êáé ãéá êÜèå æåýãïò ìïñöéóìþí f; g :
C −→ C ′, ôçò C , ç éóüôçôá T (f) = T (g) äßíåé üôé f = g.
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ç ôéìÞ áõôïý ôïõ áñéóôåñÜ ðñïóáñôçìÝíïõ óõíáñôçôÞ ðÜíù ó'Ýíá óõíáñôçôÞ F ∈ Fun(C ;D)
êáëåßôáé áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç, êáôÜ ìÞêïò ôïõ óõíáñôçôÞ k, êáé ôçí óõìâïëßæïõìå
LankF .

Áíôßóôïé÷á, áí ï k∗ Ý÷åé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï èá ôïí óõìâïëßæïõìå

Rank− : Fun(C ;D) −→ Fun(L ;D)

êáé ç ôéìÞ áõôïý ðÜíù ó'Ýíá óõíáñôçôÞ F ∈ Fun(C ;D) ïíïìÜæåôáé äåîéÜ Kan åðÝêôáóç
êáôÜ ìÞêïò ôïõ k êáé óõìâïëßæåôáé RankF .

ÅðïìÝíùò ãéá Ýíá óõíáñôçôÞ F ∈ Fun(C ;D) ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç, êáôÜ ìÞêïò
ôïõ óõíáñôçôÞ k, åßíáé Ýíáò óõíáñôÞò LankF : L −→ D åöïäéáóìÝíïò ìå Ýíá öõóéêü
ìåôáó÷çìáôéóìü �F : F ⇒ LankF · k (ìïíÜäá ôçò ðñïóÜñôçóçò) ìå ôçí éäéüôçôá ãéá
ïðïéïäÞðïôå Üëëï öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü �′F : F ⇒ G · k, üðïõ G óõíáñôçôÞò áðü ôçí
L óôç D , õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò � : LankF ⇒ G ôÝôïéïò þóôå
�′F = � · �F .

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï óõíáñôçôÞò k åßíáé ðëÞñçò êáé ðéóôüò ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôé-
óìüò �F ãßíåôáé éóïìïñöéóìüò, äçëÜäÞ Ý÷ïõìå üôé

F ∼= LankF · k (2.2)

Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé êáé ç äåîéÜ Kan åðÝêôáóç ãéá ôïí óõíáñôçôÞ F .

Ï äåýôåñïò ôñüðïò ïñßæåé ôéò Kan åðåêôÜóåéò óçìåéáêÜ (pointwise). ¸óôù üôé ç
êáôçãïñßá D Ý÷åé (óõí)üñéá êÜðïéïõ åßäïõò, ôüôå ç áñéóôåñÞ (äåîéÜ) Kan åðÝêôáóç ìðïñåß
íá õðïëïãéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá (óõí)üñéá áõôÜ.

¸óôù F : C −→ D , k : C −→ L äýï óõíáñôçôÝò, ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ
óõíáñôçôÞ F êáôÜ ìÞêïò ôïõ k åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò

LankF : L −→ D

üðïõ ç \êáôÜ óçìåßï ôéìÞ ôïõ" óå êÜðïéï áíôéêåßìåíï L ôçò êáôçãïñßáò L äßíåôáé ùò ôï
óõíüñéï:

LankF (L) = colim(k ↓ L �−→C
F−→D)

Åíþ ç äåîéÜ Kan åðÝêôáóç RankF : L −→ D óå êÜðïéï áíôéêåßìåíï L ∈ L äßíåôáé ùò
ôï üñéï:

RankF (L) = lim(L ↓ k �−→C
F−→D)
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üðïõ k ↓ L, L ↓ k ïé áíôßóôïé÷åò êüììá êáôçãïñßåò. 14

Óõ÷íÜ ðñïêåéìÝíïõ íá ðåñéãñÜøïõìå ôéò Kan åðåêôÜóåéò êáôÜ óçìåßï ÷ñçóéìïðïéïýìå
Ýíá åéäéêü ôýðï (óõí)ïñßïõ, ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé (co)end (óõí-ðÝñáò), ãéá óõíáñôçôÝò
ôçò ìïñöÞò M : C op × C −→ D (äé-óõíáñôçôÝò, bifunctors) üðïõ C ; D êáôçãïñßåò.

Ïñéóìüò 2.33 (ÐÝñáò (end))
¸óôù óõíáñôçôÞò M : C op ×C −→ D . ¸íá ðÝñáò ãéá ôïí óõíáñôçôÞ M óôçí D åßíáé
Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò D , ôï ïðïßï óõìâïëßæïõìå∫

C∈C

M(C;C)

ìáæß ìå Ýíá äé-öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü < �C :
∫
C∈C

M(C;C) −→ M(C;C)|C ∈ C >
ìå ôçí åîÞò êáèïëéêÞ éäéüôçôá: Áí < #C : T −→ M(C;C)|C ∈ C > ïðïéïóäÞðïôå
Üëëïò äé-öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, üðïõ T ∈ D , ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò
f : T −→

∫
C∈C

M(C;C) Ýôóé þóôå #C = �C · f .

Ï ïñéóìüò ôïõ óõí-ðÝñáôïò åßíáé äûéêüò áõôïý ôïõ ðÝñáôïò.

Ïñéóìüò 2.34 (Óõí-ðÝñáò (coend))
¸óôù óõíáñôçôÞò M : C op × C −→ D . Óõí-ðÝñáò ãéá ôïí óõíáñôçôÞ M óôçí D åßíáé
Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò D , ôï ïðïßï óõìâïëßæïõìå∫ C∈C

M(C;C)

ìáæß ìå Ýíá äé-öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü �C : M(C;C) −→
∫ C∈C

M(C;C) ôÝôïéïò þóôå,
áí �C : M(C;C) −→ K Ýíáò Üëëïò äé-öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ãéá êÜðïéï K ∈ D ,

õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò g :
∫ C∈C

M(C;C) −→ K Ýôóé þóôå g · �C = �C.

14¸óôù ï óõíáñôçôÞò k : C −→ L êáé L áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò L . H êüììá êáôçãïñßá k ↓ L
Ý÷åé áíôéêåßìåíá ìïñöéóìïýò ôçò êáôçãïñßáò L ôçò ìïñöÞò a : k(C) −→ L, üðïõ C áíôéêåßìåíï ôçò
êáôçãïñßáò C . Ìïñöéóìüò, ìåôáîý äýï áíôéêåéìÝíùí a : k(C) −→ L êáé b : k(C ′) −→ L, åßíáé Ýíáò
ìïñöéóìüò ôçò êáôçãïñßáò C , f : C −→ C ′ ðïõ êáèéóôÜ áíôéìåôáèåôéêü ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá:

k(C)

a
!!C

CC
CC

CC
C

k(f)
// k(C ′)

b
}}zz

zz
zz

zz

L

äçë. b · k(f) = a. Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé êáé ç êüììá êáôçãïñßá L ↓ k.
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôïõò Ïñéóìïýò (2.33),(2.34) ïé Kan åðåêôÜóåéò ðáßñíïõí ôçí
ìïñöÞ:
Ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç åßíáé

LankF (L) =

∫ C∈C

L (k(C); L)⊗ F (C) 15

ãéá ôïí äé-óõíáñôçôÞ

L (k(−); L)⊗ F (−) : C op × C −→ D

ðïõ óôÝëíåé êÜèå æåýãïò áíôéêåéìÝíùí (C;C ′) óôç óõí-äýíáìç 16 ôçò ìïñöÞò∐
k(C)−→L

F (C ′)

ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü ôüóåò êüðéåò ôïõ F (C ′) üóïé êáé ïé ìïñöéóìïß áðü ôï k(C) óôï
L.
Ìå ôçí ðñïûðüèåóç ëïéðüí üôé ç êáôçãïñßá D Ý÷åé ôÝôïéïõ åßäïõò óõí-üñéá ç áñéóôåñÞ
Kan åðÝêôáóç õðÜñ÷åé.

Áíôßóôïé÷á ç äåîéÜ Kan åðÝêôáóç ãßíåôáé

RankF (L) =

∫
C∈C

F (C)L (L;k(C))

üðïõ
F (−)L (L;k(−)) : C op × C −→ D

ï äé-óõíáñôçôÞò ðïõ óôÝëíåé ôï (C;C ′) óôï ãéíüìåíï ôçò ìïñöÞò∏
L−→k(C′)

F (C)

ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôüóåò êüðéåò ôïõ F (C) üóïé êáé ïé ìïñöéóìïß áðü ôï L óôï k(C ′).
Ç äåîéÜ Kan åðÝêôáóç õðÜñ÷åé åöüóïí ç êáôçãïñßá D Ý÷åé ãéíüìåíá ôÝôïéïõ åßäïõò. 17

15Ãéá óõíôïìßá ôçí óõìâïëßæïõìå F ⊗ L
16Ôá óõí-ãéíüìåíá ôçò ìïñöÞò

∐
X

C üðïõ X óýíïëï, äçëáäÞ ôá óõí-ãéíüìåíá üðïõ üëåò ïé óõíéóôþóåò

ôïõò éóïýíôáé êáé åßíáé óôï ðëÞèïò üóá êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ X, ôá ïíïìÜæïõìå óõí-äõíÜìåéò
(Copowers)

17Ôá ãéíüìåíá ôçò ìïñöÞò
∏
×

C ïé ðáñÜãïíôåò ôùí ïðïßùí éóïýíôáé êáé åßíáé óôï ðëÞèïò üóá êáé ôá

óôïé÷åßá åíüò óõíüëïõ × ïíïìÜæïíôáé äõíÜìåéò (powers).
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ÅðéóôñÝöïíôáò ôþñá óôçí åðéðåäüôçôá ôùí óõíáñôçôþí ôçò ìïñöÞò F : A −→ Set,
Ý÷ïõìå ôçí åîÞò ðñüôáóç:

Ðñüôáóç 2.35 ¸óôù F : A −→ Set óõíáñôçôÞò áðü ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá A óôçí
êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí Set, ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) ï F åßíáé åðßðåäïò,

(ii) ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç LanyF ôïõ F êáôÜ ìÞêïò ôçò åìöýôåõóçò Yoneda
y : A −→ [A op ; Set] äéáôçñåß ðåðåñáóìÝíá üñéá.

Ç áðüäåéîç ôçò Ðñüôáóçò, ç ïðïßá ìðïñåß íá âñåèåß óôï âéâëßï [Bo].

¸íáò ëïéðüí óõíáñôçôÞò ôçò ìïñöÞò F : A −→ Set åßíáé åðßðåäïò áí, ðáßñíoíôáò ôçí
áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ôïõ êáôÜ ìÞêïò ôçò åìöýôåõóçò Yoneda 18

A
y

//

F
  B

BB
BB

BB
B [A op ; Set]

LanyFyysssssssssss

Set

áõôÞ äéáôçñåß ðåðåñáóìÝíá üñéá.
ÓõãêåêñéìÝíá, áí lim

i∈I
Xi ôï üñéï ôùí áíôéêåéìÝíùí Xi : A op −→ Set óôçí êáôçãïñßá

[A op ; Set], ìå ×(−) : I −→ [A op ; Set], èÝëïõìå íá éó÷ýåé:

LanyF (lim
i∈I

Xi) = lim
i∈I

(LanyF (Xi))

Åäþ èá ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç êáôçãïñßá Set åßíáé óõíðëÞñçò (êáé ðëÞñçò), ïðüôå
ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç ïñßæåôáé.

ÓõíÝðåéá ôçò ðáñáðÜíù Ðñüôáóçò åßíáé üôé ç åðéðåäüôçôá ôïõ F åîáóöáëßæåé ôçí äéáôÞ-
ñçóç ôùí ïñßùí ôçò êáôçãïñßáò A (áí õðÜñ÷ïõí) áðü ôïí F .

18Ç åìöýôåõóç Yoneda ãéá ìéá êáôçãïñßá A åßíáé Ýíáò ðëÞñçò êáé ðéóôüò óõíáñôçôÞò y : A −→
[A op ; Set] áðü ôçí êáôçãïñßá A óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíáñôçôþí [A op ; Set] (Þ äõúêÜ y : A op −→
[A ; Set]). Áðåéêïíßæåé êÜèå áíôéêåßìåíï A ∈ A óôïí hom-óõíáñôçôÞ A (−; A) : A op −→ Set (óôçí
äõúêÞ ðåñßðôùóç óôïí hom-óõíáñôçôÞ A (Á;−) : A −→ Set), êáé áí f : A −→ A′ ìïñöéóìüò ôüôå
y(f) : A (−; A) −→ A (−; A′) (y(f) : A (A′;−) −→ A (A;−) óôçí äõúêÞ ðåñßðôùóç).
Áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé ï óõíáñôçôÞò áõôüò äéáôçñåß üñéá ðïõ åíäå÷ïìÝíùò õðÜñ÷ïõí óôçí êáôçãïñßá
A .
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2.2. Åðßðåäïé óõíáñôçôÝò - Kan ÅðåêôÜóåéò 33

ÐñÜãìáôé, áðü ôï ãåãïíüò üôé ç åìöýôåõóç Yoneda åßíáé ðëÞñçò êáé ðéóôüò óõíáñôç-
ôÞò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí éóïìïñöéóìü (2.2), Ý÷ïõìå

LanyF · y ∼= F

ÅðïìÝíùò áí lim
i
Ai åßíáé Ýíá üñéï óôçí êáôçãïñßá A ôüôå:

F (lim
i
Ai) ∼= LanyF (y(lim

i
Ai))

∼= LanyF (lim
i
y(Ai)) (o y äéáôçñåß üñéá)

∼= lim
i

(LanyF · y)(Ai) (ç áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç äéáôçñåß üñéá)
∼= lim

i
F (Ai)

(2.3)
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ÊåöÜëáéï 3

ÓõíÜëãåâñåò-ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá

Ó'áõôü ôï êåöÜëáéï óêïðüò ìáò åßíáé íá åîçãÞóïõìå ìå áðëÜ ëüãéá, ôé åßíáé óõíÜëãå-
âñá (coalgebra) êáèþò êáé ìåñéêÝò óõõíáöåßò Ýííïéåò.
Ôï êåöÜëáéï áõôü äåí áðïôåëåß ìéá ãåíéêÞ åéóáãùãÞ óôç èåùñßá ôùí óõíáëãåâñþí, êÜôé
ôÝôïéï ìðïñåß íá âñåèåß, ìåôáîý Üëëùí, óôá Üñèñá:\A Tutorial on (Co)Algebras and
(Co)Induction" ôùí Jacobs êáé Rutten, \Universal coalgebra: a theory of systems" ôïõ
Rutten.

3.1 ÓõíÜëãåâñåò

Óôçí ðñïóðÜèåéá ìáò íá ãßíåé êáôáíïçôÞ ç Ýííïéá ôçò óõíÜëãåâñáò èá áíáöåñèïýìå
óå äýï ðáñáäåßãìáôá áðü ôçí ðëçñïöïñéêÞ, üðùò áõôÜ áíáöÝñïíôáé óôï Üñèñï [JR]. ÕðÜñ-
÷ïõí åíäéáöÝñïíôá óõóôÞìáôá åêåß, ôá ïðïßá ïíïìÜæïíôáé äõíáìéêÜ óõóôÞìáôá(dynamical
systems) êáé Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå äïìÝò, ïé ïðïßåò åìðåñéÝ÷ïõí ìéá Ýííïéá êáôÜóôá-
óçò(state) ôïõ óõóôÞìáôïò, ç ïðïßá ìðïñåß íá ìåôáâÜëëåôáé ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò.
Ãéá íá åîåôÜóïõìå ôÝôïéá óõóôÞìáôá êÜíïõìå ÷ñÞóç êÜðïéùí äïìþí ïé ïðïßåò ïíïìÜæï-
íôáé áõôüìáôá (automata) Þ óõóôÞìáôá ìåôÜâáóçò (transition systems). ÁõôÝò, üðùò èá
äïýìå, åßíáé ðáñáäåßãìáôá óõíáëãåâñþí.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå ìéá ìç÷áíÞ êáôáóôÜóåùí ó'Ýíá ìáýñï êïõôß
(black-box machine) êáé Ýíá åîùôåñéêü ðáñáôçñçôÞ. Ç ìç÷áíÞ åßíáé óõíäåäåìÝíç ì'Ýíá
êïõìðß êáé ìßá ëõ÷íßá. ÐéÝæïíôáò ôï êïõìðß ç ìç÷áíÞ ðçãáßíåé áðü ìéá êáôÜóôáóç
óå ìéá Üëëç, ç ëõ÷íßá áíÜâåé ìüíï óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç ìç÷áíÞ Ý÷åé öôÜóåé óå ìéá
ôåëéêÞ êáôÜóôáóç. Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç üóåò öïñÝò êáé áí ðéÝóïõìå ôï êïõìðß äåí
áíôáðïêñßíåôáé. Ï ðáñáôçñçôÞò äåí ìðïñåß íá äåé ôéò ìåôáâïëÝò ôùí êáôáóôÜóåùí ôçò
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ìç÷áíÞò ôï ìüíï ðïõ ðáñáôçñåß åßíáé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï áí ç
ëõ÷íßá åßíáé áíáììÝíç Þ ü÷é.

Ó'áõôÞí ëïéðüí ôçí êáôÜóôáóç ï ðáñáôçñçôÞò áõôü ðïõ êÜíåé åßíáé íá ìåôñÜ ðüóåò öïñÝò
ðñÝðåé íá ðáôÞóåé ôï êïõìðß ðñïêåéìÝíïõ íá áíÜøåé ç ëõ÷íßá. ÁõôÝò ìðïñåß íá åßíáé, ìçäÝí
(áí ç ëõ÷íßá åßíáé Þäç áíáììÝíç), n ∈ N, Þ Üðåéñåò (áí ç ìç÷áíÞ óõíå÷ßæåé íá ëåéôïõñãåß
êáé ç ëõ÷íßá äåí áíÜâåé).
×ñçóéìïðïéþíôáò ìáèçìáôéêïýò üñïõò ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôçò óõ-
ãêåêñéìÝíçò ìç÷áíÞò. Óõìâïëßæïõìå ìå X ôï óýíïëï üëùí ôùí êáôáóôÜóåùí êáé ìå ìéá
óõíÜñôçóç b : X → {∗} ∪ X ôç ëåéôïõñãßá ôïõ êïõìðéïý, üðïõ ìå ∗ óõìâïëßæïõìå ìéá
êáôÜóôáóç ç ïðïßá äåí áíÞêåé óôï óýíïëï X.
Ôüôå ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç s ∈ X ç óõíÜñôçóç b ìðïñåß íá ìáò äþóåé äýï
ðéèáíÜ áðïôåëÝóìáôá: Åßôå b(s) = ∗, ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ç ìç÷áíÞ Ý÷åé óôáìáôÞóåé íá
ëåéôïõñãåß êáé ç ëõ÷íßá åßíáé áíáììÝíç Þ b(s) ∈ X, üðïõ ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ç ìç÷áíÞ
Ý÷åé ðñï÷ùñÞóåé óå ìéá åðüìåíç êáôÜóôáóç.
¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé ôï ìüíï ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé ï ðáñáôçñçôÞò åßíáé íá ðáñáêïëïõèåß
ôç óõìðåñéöïñÜ ôçò ìç÷áíÞò, ç ïðïßá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï ðüóåò öïñÝò ðñÝðåé íá ðáôÞóåé
ôï êïõìðß ðñïêåéìÝíïõ íá áíÜøåé ç ëõ÷íßá. Ôç óõìðåñéöïñÜ áõôÞ ìðïñïýìå åðßóçò íá ôç
óõìâïëßóïõìå ìå ìéá óõíÜñôçóç, beh : X → N, üðïõ N åßíáé ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí
áñéèìþí ì'åíá åðéðëÝïí óôïé÷åßï ôï ∞.

ÐáñÜäåéãìá 3.2 Èåùñïýìå ôþñá ìéá äéáöïñåôéêÞ ìç÷áíÞ, ç ïðïßá ðåñéëáìâÜíåé äýï
êïõìðéÜ ôá ïðïßá ïíïìÜæïõìå ÔéìÞ (Value) êáé Åðüìåíï (Next). ÐéÝæïíôáò ï ðáñáôç-
ñçôÞò ôï êïõìðß-ÔéìÞ ëáìâÜíåé ìéá ïðôéêÞ Ýíäåéîç óå ìéá ïèüíç ç ïðïßá åßíáé ìéá ôéìÞ
áðï ìßá âÜóç äåäïìÝíùí A. Ç ôéìÞ áõôÞ äåí åðçñåÜæåé ôçí êáôÜóôáóç ôçò ìç÷áíÞò, äç-
ëáäÞ üóåò öïñÝò êáé áí ðéÝóïõìå ôï óõãêåêñéìÝíï êïõìðß ëáìâÜíïõìå ôçí ßäéá Ýíäåéîç.
ÐéÝæïíôáò ôþñá ôï êïõìðß-Åðüìåíï ç ìç÷áíÞ ðçãáßíåé óå ìéá åðüìåíç êáôÜóôáóç, ôçí
ôéìÞ ôçò ïðïßáò ôçí ëáìâÜíïõìå ðéÝæïíôáò ðÜëé ôï êïõìðß-ÔéìÞ.

¼ðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ç ìç÷áíÞ ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò ìéá óõíÜñ-
ôçóç < value; next >: X → A×X, ãéá Ýíá óýíïëï êáôáóôÜóåùí X êáé ç óõìðåñéöïñÜ,
ðïõ ðáñáêïëïõèåß ï ðáñáôçñçôÞò åßíáé ç áêüëïõèç:
ÄéáâÜæïõìå ôçí ôéìÞ ðéÝæïíôáò ôï áíôßóôïé÷ï êïõìðß áöïý ðñïçãïõìÝíùò Ý÷ïõìå ðéÝóåé
ôï êïõìðß-Åðüìåíï n ∈ N-öïñÝò.
Ôï áðüôåëåóìá ðïõ ëáìâÜíïõìå åßíáé ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá (a0; a1; a2; : : :) ∈ AN óôïé-
÷åßùí ôçò âÜóçò äåäïìÝíùíA, üðïõ ôá óôïé÷åßá ai áíôéóôïé÷ïýí óôçí ôéìÞ ôçò êáôÜóôáóçò
ôçò ìç÷áíÞò áöïý Ý÷ïõìå ðéÝóåé ôï êïõìðß-Åðüìåíï i-öïñÝò.
(Èõìßæïõìå, AN åßíáé ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí áðü ôï N óôï A).
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Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò Ýíá íôåôåñìéíéóôéêü óýóôçìá ìåôÜâáóçò
ìå ôéìÝò (deterministic labelled transition system).
¸íá ôÝôïéï óýóôçìá åßíáé ìéá ôñéÜäá (S; L;→S) áðïôåëïýìåíç áðü, Ýíá óýíïëï êáôá-
óôÜóåùí S, Ýíá óýíïëï ôéìþí L êáé ìéá ôñéìåëÞ ó÷Ýóç→S⊆ S×L×S. Ãéá p; q ∈ S êáé
a ∈ L, ç ôñéÜäá (p; a; q) ∈→S ãñÜöåôáé ùò p

a→S q.
Óôï ðáñÜäåéãìá ìáò, ãéá äýï êáôáóôÜóåéò s; s′ ∈ X êáé ìéá ôéìÞ a ∈ A

s
a→S s

′, áíí, value(s) = a êáé next(s) = s′

Áõôü óçìáßíåé üôé óôçí êáôÜóôáóç s ðáßñíïõìå ôçí ôéìÞ a êáé ôï óýóôçìá ìåôáêéíåßôáé
óôçí êáôÜóôáóç s′.
Ç áêïëïõèßá ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ ëáìâÜíïõìå îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôÜóôáóç s, åðá-
íáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, åßíáé Tr(s) = (a; a1; : : :), üðïõ s

a→S s1
a1→S s2 : : : .

(Ôï üôé ôï óýóôçìá ìáò åßíáé íôåôåñìéíéóôéêü óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå êáôÜóôáóç s ∈ X
åðéôñÝðïõìå ìüíï ìßá åðüìåíç êáôÜóôáóç s′ ∈ X).

Óôç óõíÝ÷åéá èåùñþíôáò Ýíá ôÝôïéï óýóôçìá (S;A;→S) ïñßæïõìå, ãéá êÜèå óýíïëï
X, ôï óýíïëï

B(X) = P(A×X) = {V ⊆ A×X}
êáèþò êáé ôç óõíÜñôçóç

�X : X → B(X)

Êáëïýìå ôï æåõãÜñé (X;�X) Â-óýóôçìá (B-system).

ÊÜèå óýóôçìá ìåôÜâáóçò ìå ôéìÝò (S;A;→S), ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò Â-óýóôçìá
ïñßæïíôáò

�S : S → B(S) ; s 7→ {(a; s′) | s a→S s
′}

Áíôßóôñïöá, êÜèå Â-óýóôçìá (S; �S) áíôéóôïé÷åß ó'Ýíá óýóôçìá ìåôÜâáóçò (S;A;→S),
ïñßæïíôáò

s
a→S s

′ ⇔ (a; s′) ∈ �S(s)

Óçìåßùóç 3.3 Óôï ÐáñÜäåéãìá 3.2 ôï óýóôçìá ìåôÜâáóçò åßíáé íôåíôåñìéíéóôéêü, ïðüôå
ãéá êÜèå êáôÜóôáóç s ∈ S ôï óýíïëï �S(s) åßíáé ìïíïóýíïëï. Óå áíôßèåôç ðåñßðôùóç
ôï óýóôçìá ìåôÜâáóçò êáëåßôáé ìç-íôåíôåñìéíéóôéêü.

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå äýï óõóôÞìáôá ìåôÜâáóçò ìå ôï ßäéï üìùò óýíïëï ôéìþí
A, (S;A;→S) êáé (T;A;→T ). Åóôù (S; �S), (T; �T ) ïé áíôßóôïé÷åò áíáðáñáóôÜóåéò ôïõò
ùò Â-óõóôÞìáôá. Ôüôå Â-ïìïìïñöéóìüò

f : (S; �S)→ (T; �T )
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åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : S → T ðïõ éêáíïðïéåß ôçí éóüôçôá

B(f) · �S = �T · f (3.1)

üðïõ B(f) åßíáé ç óõíÜñôçóç

B(f) = P(A× f) : P(A× S)→P(A× T )

ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

B(f)(V ) = P(A× f)(V ) = {(a; f(s)) | (a; s) ∈ V }

ãéá êÜèå V ⊆ A× S.
×ùñßò éäéáßôåñç äõóêïëßá ìðïñïýìå íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç éóüôçôá B(f) · �S = �T · f
åßíáé éóïäýíáìç ìå ôéò áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò:

1. ãéá êÜèå s′ ∈ S, áí s a→S s
′ ôüôå f(s)

a→T f(s′).

2. ãéá êÜèå t ∈ T , áí f(s)
a→T t ôüôå õðÜñ÷åé s

′ ∈ S ìå s
a→S s

′ êáé f(s′) = t.

ÅðéðëÝïí áðïäåéêíýåôáé üôé

B(idS) = idB(S) êáé B(f · g) = B(f) ·B(g),

áðü ôá ïðïßá óõìðåñáßíïõìå üôé ï B åßíáé Ýíáò åíäïóõíáñôçôÞò óôçí êáôçãïñßá ôùí
óõíüëùí, Set.

Óõíïøßæïíôáò êáôáëÞãïõìå óôï üôé Ýíá B-óýóôçìá, (X;�X), áðïôåëåßôáé áðü Ýíá
óýíïëï X êáé Ýíá ìïñöéóìü �X : X → B(X), üðïõ B åßíáé Ýíáò åíäïóõíáñôçôÞò óôçí
êáôçãïñßá Set. ÏðïôåäÞðïôå Ý÷ïõìå äýï ôÝôïéá óõóôÞìáôá, Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí
ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ìéá éóüôçôá ôçò ìïñöÞò (3.1).
Ç äéáôýðùóç áõôÞ åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç áõôïý ðïõ êáëïýìå óõíÜëãåâñá.

Ãåíéêåýïíôáò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå, áíôß ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ åíäïóõíáñôçôÞ B,
Ýíá ïðïéïäÞðïôå åíäïóõíáñôçôÞ óôç Set Þ áêüìá ðåñéóóüôåñï áíôß ôïõ B êáé ôçò êáôç-
ãïñßáò Set ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå êáôçãïñßá C êáé Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ
ó'áõôÞí.
Áõôü ìáò ïäçãåß óôïí áêüëïõèï, ãåíéêü, ïñéóìü ôçò óõíÜëãåâñáò.

Ïñéóìüò 3.4 ¸óôù C ìéá ïðïéáäÞðïôå êáôçãïñßá êáé F : C → C Ýíáò åíäïóõíáñôç-
ôÞò.
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1. ÓõíÜëãåâñá ãéá ôïí F (ôýðïõ F ) åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò ôçò ìïñöÞò e : X → F (X).

2. Ïìïìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí áðü e : X → F (X) óôï e′ : X ′ → F (X ′) åßíáé Ýíáò
ìïñöéóìüò h : X → X ′ ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï áêüëïõèï ôåôñÜãùíï

X
e //

h

��

F (X)

F (h)

��

X ′
e′
// F (X ′)

áíôéìåôáèåôéêü.

Óçìåßùóç 3.5 ×ñçóéìïðïéþíôáò êáôçãïñéêïýò üñïõò óôá Ðáñáäåßãìáôá 3.1, 3.2 ïé áíôß-
óôïé÷ïé åíäïóõíáñôçôÝò ðïõ ðñïêýðôïõí åßíáé:

F = 1 + (−) : Set→ Set êáé F ′ = A× (−) : Set→ Set

Åäþ èá ðñÝðåé íá åðéóçìÜíïõìå üôé ç äõúêÞ Ýííïéá ôçò óõíÜëãåâñáò åßíáé áõôÞ ôçò
Üëãåâñáò. ÄçëáäÞ ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ F ðÜíù óå ìéá êáôçãïñßá C Üëãåâñá åßíáé
Ýíáò ìïñöéóìüò ôçò ìïñöÞò e : F (C) → C. Åíþ ïìïìïñöéóìüò áëãåâñþí, e : F (C) →
C ; e′ : F (C ′)→ C ′ åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò h : C → C ′ ôÝôïéïò þóôå ôï ôåôñÜãùíï

F (C) e //

F (h)

��

C

h

��

F (C ′)
e′
// C ′

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

Ç äéáöïñÜ ìåôáîý Üëãåâñáò êáé óõíÜëãåâñáò, åßíáé ç äéáöïñÜ ìåôáîý \êáôáóêåõÞò" êáé
\ðáñáôÞñçóçò".
Áò èåùñÞóïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ F : Set → Set ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò
3.2, äçë. F = A× (−), ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï A.
Ìéá óõíÜëãåâñá ãé'áõôüí ôïí åíäïóõíáñôçôÞ, ãéá Ýíá óýíïëï X, åßíáé Ýíáò ìïñöé-
óìüò e : X → A × X ï ïðïßïò áðïôåëåßôáé áðü äýï óõíáñôÞóåéò, ôéò ïðïßåò êáëïýìå,
value : X → A êáé next : X → X.
Îåêéíþíôáò ì'Ýíá óôïé÷åßï x ∈ X ç óõíÜñôçóç value ðáñÜãåé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ
A, åíþ ç óõíÜñôçóç next ìáò äßíåé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ X. Áí åðáíáëÜâïõìå ôçí
ßäéá äéáäéäáêáóßá ãéá ôï íÝï áõôü óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ X, êáé ïýôù êáèåîÞò, ðáßñíïõìå
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ìéá áêïëïõèßá óôïé÷åßùí (a1; a2; : : :) ôïõ A ç ïðïßá åßíáé áõôü ðïõ \ðáñáôçñïýìå" óå
ó÷Ýóç ìå ôï óôïé÷åßï x.

Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå ìéá Üëãåâñá ãéá ôïí ßäéï åíäïóõíáñôçôÞ F , Ýóôù � : A×X → X
áõôÞ. Ãéá êÜèå óôïé÷åßï (a; x) ∈ A×X, üðïõ a ∈ A êáé x ∈ X, ç Üëãåâñá \êáôáóêåõÜ-
æåé" Ýíá óôïé÷åßï ôïõ X, äçë. �(a; x) = x′ ∈ X.

Ç äéáöïñÜ ôùí äýï áõôþí äïìþí åßíáé üôé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíáëãåâñþí äåí Ý÷ïõìå
ôñüðï íá ïñßóïõìå óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ X, ôï ìüíï ðïõ Ý÷ïõìå åßíáé \äñÜóåéò" ðÜíù
áðï ôï X ïé ïðïßåò åíäÝ÷åôáé íá ìáò äþóïõí êÜðïéåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ X.

3.2 Ç Êáôçãïñßá ôùí Óõíáëãåâñþí - ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá

Óôçí åíüôçôá 3.1 äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò óõíÜëãåâñáò êáé áíáöÝñáìå ôß åßíáé ìïñ-
öéóìüò ìåôáîý äýï óõíáëãåâñþí, ãéá ôïí ßäéï åíäïóõíáñôçôÞ. Ç óõëëïãÞ üëùí ôùí
óõíáëãåâñþí, ãéá Ýíá åíäïóõíáñôçôÞ, ïñßæïõí êáôçãïñßá.

Ïñéóìüò 3.6 ÄïèÝíôïò ìéáò êáôçãïñßáò C êáé åíüò åíäïóõíáñôçôÞ F : C → C , ïñß-
æïõìå ôçí êáôçãïñßá Coalg(F ), ùò:

• áíôéêåßìåíá, F -óõíÜëãåâñåò (C; e) ; e : C → F (C).

• ìïñöéóìïýò, F -ïìïìïñöéóìïýò f : (C; e) → (C ′; e′) ; f : C → C ′ ìå ôçí éäéüôçôá,
ôï äéÜãñáììá

C
e //

f

��

F (C)

F (f)

��

C ′
e′
// F (C ′)

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

• ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï (C; e), ï ôáõôïôéêüò ìïñöéóìüò id : C → C åßíáé ïìïìïñöé-
óìüò óõíáëãåâñþí.

ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá

Ç ýðáñîç ôåëéêïý áíôéêåéìÝíïõ (ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá) óôçí êáôçãïñßá Coalg(F ) ðáßæåé
óçìáíôéêü ñüëï êõñßùò ãéá äýï ëüãïõò:
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1. ÐïëëÝò óçìáíôéêÝò êáôáóêåõÝò ìðïñïýí íá éäùèïýí ùò ôåëéêÝò óõíÜëãåâñåò ãéá
êÜðïéïõò åíäïóõíáñôçôÝò.

2. Áí ãíùñßæïõìå üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá õðÜñ÷åé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éäéüôçôá ôçò
ôåëéêüôçôáò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáéíïýñãéåò óõíáñôÞóåéò ó'áõôÞí. Ç éäéüôçôá
áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ ùò óõí-åðáãùãÞ (coinduction).

Ïñéóìüò 3.7 Åóôù êáôçãïñßá C êáé F : C → C åíäïóõíáñôçôÞò, ç óõíÜëãåâñá � :
T → F (T ); T ∈ C èá åßíáé ôåëéêÞ (�nal coalgebra) áí ãéá ïðïéáäÞðïôå Üëëç óõíÜëãåâñá
e : C → F (C) õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e† : C → T , Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá

C
e //

e†

��

F (C)

F (e†)
��

T �
// F (T )

íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.
äçë. (T; �) åßíáé ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò Coalg(F ).

Ôï ðñþôï âáóéêü áðïôÝëåóìá, óå ó÷Ýóç ìå ôçí ýðáñîç ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò,
ïöåßëåôáé óôïí Lambek êáé ëÝåé üôé, áí (T; �) åßíáé ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ôüôå ï ìïñöéóìüò
� : T → F (T ) åßíáé éóïìïñöéóìüò. (Ôï ßäéï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé êáé ãéá ôçí áñ÷éêÞ
Üëãåâñá óôçí ðåñßðôùóç ôùí áëãåâñþí).
Ìå Üëëá ëüãéá, ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá (T; �) åßíáé Ýíá óôáèåñü óçìåßï (�xed point) ãéá
ôïí åíäïóõíáñôçôÞ F . Åßíáé óáöÝò üôé Ýíá óôáèåñü óçìåßï ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò
Üëãåâñá êáé ùò óõíÜëãåâñá.

Ïðùò áíáöÝñáìå óôçí áñ÷Þ, ç ýðáñîç ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò - ç ïðïßá åßíáé Ýíá
åßäïò ïñßïõ óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíáëãåâñþí - âáóßæåôáé óôéò éäéüôçôåò ðïõ ç êáôçãïñßá
êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò ðñÝðåé Ý÷ïõí.
Áñá ôï æçôïýìåíï åßíáé íá âñïýìå êáôÜëëçëåò óõíèÞêåò ïé ïðïßåò èá åîáóöáëßæïõí ôçí
ýðáñîç êáé ôïí õðïëïãéóìü ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò. ÕðÜñ÷åé ðÜíôá ç ôåôñéììÝíç áëëÜ
\âáñéÜ" óõíèÞêç ç ïðïßá õðïèÝôç üôé ç êáôçãïñßá Ý÷åé ôåëéêü áíôéêåßìåíï êáé üôé ï
åíäïóõíáñôçôÞò ôï äéáôçñåß. ÁëëÜ ìéá ôÝôïéá óõíèÞêç óôåñåßôáé ðáñáäåéãìÜôùí åíäéáöÝ-
ñïíôïò.

Ôá åðüìåíá äýï ðáñáäåßãìáôá êáôáäåéêíýïõí ôçí óðïõäáéüôçôá ôçò ýðáñîçò ôåëéêÞò
óõíÜëãåâñáò.
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ÐáñÜäåéãìá 3.8 (ÓõíÝ÷åéá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 3.1)
Äåßîáìå üôé ï åíäïóõíáñôçôÞò F : Set→ Set ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ÐáñÜäåéãìá 3.1 åßíáé

F (X) = 1 +X ; X ∈ Set

Åðßóçò ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò ðïõ ðáñáôçñïýìå äßíåôáé ùò ôçí óõíÜñôçóç

beh : X → N

Èá äåßîïõìå üôé:
− N åßíáé ï öïñÝáò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò êáé ç óõíÜñôçóç beh ï ìïíáäéêüò ìïñöé-
óìüò áðü ïðïéáäÞðïôå Üëëç óõíÜëãåâñá (X; e : X → F (X)) óôçí ôåëéêÞ.
− ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôåëéêüôçôá èá ïñßóïõìå, ìå óõí-åðáãùãÞ, ôçí ðñÜîç ôçò ðñü-
óèåóçò ðÜíù óôï åðåêôåôáìÝíï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí, äçë. ⊕ : N× N→ N.

Ìéá äïìÞ óõíÜëãåâñáò ðÜíù óôï óýíïëï N

� : N→ F (N) = 1 + N

ïñßæåôáé ùò åîÞò:
�(0) = ∗
�(n+ 1) = n
�(∞) =∞

(3.2)

Ç óõíÜñôçóç óõìðåñéöïñÜò, beh : X → N, ðåñéãñÜöåé ôéò êáôáóôÜóåéò:

beh(x) = 0, áí ç ëõ÷íßá åßíáé Þäç áíáììÝíç.
beh(x) = n, áí ðñÝðåé íá ðéÝóïõìå ôï êïõìðß n-öïñÝò åùò üôïõ áíÜøåé ç ëõ÷íßá.
beh(x) =∞, áí óõíå÷ßæïõìå íá ðéÝæïõìå ôï êïõìðß Üðåéñåò öïñÝò.

ÕðïèÝôïíôáò üôé e : X → 1 + X åßíáé ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜëãåâñá, ç beh ïñßæåôáé
ùò åîÞò:
beh(x) = 0, áí e(x) = ∗.
beh(x) = n, áí õðÜñ÷ïõí x1; x2; : : : ; xn−1 ∈ X ôÝôïéá þóôå e(x) = x1; e(x1) = x2; : : : ; e(xn−2) =
n− 1; e(xn−1) = ∗.
beh(x) =∞, áí õðÜñ÷ïõí Üðåéñá óôïé÷åßá x1; x2; : : : ∈ X ìå e(x) = x1; e(x1) = x2; : : : .

Ôüôå ôï äéÜãñáììá

X

e

��

beh // N
�

��

1 +X
id+beh

// 1 + N
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áíôéìåôáôßèåôáé:
Áí beh(x) = 0,

�(beh(x)) = �(0) = ∗
(id + beh)(e(x)) = (id + beh)(∗) = ∗

Áí beh(x) = n,

�(beh(x)) = �(n) = �((n− 1) + 1) = n− 1
(id + beh)(e(x)) = beh(e(x)) = beh(x1) = n− 1

Áí beh(x) =∞,

�(beh(x)) = �(∞) =∞
(id + beh)(e(x)) = beh(e(x)) = beh(x1) =∞

ÔÝëïò ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå üôé ç óõíÜñôçóç beh åßíáé ï ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ï
ïðïßïò êáèéóôÜ ôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá áíôéìåôáèåôéêü.
Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé êáé Ýíáò äåýôåñïò ìïñöéóìüò h : X → N ìå

� · h = (id + h) · e (3.3)

Ãéá êÜèå x ∈ X:

Áí e(x) = ∗, áðü ôçí (3.3) ðñïêýðôåé:

�(h(x)) = (id + h)(e(x)) = (id + h)(∗) = ∗

äçë.
h(x) = 0

Áí e(x) = x1 ∈ X ôüôå (áðü ôçí (3.3))

�(h(x)) = (id + h)(e(x)) = (id + h)(x1) = h(x1)

Åäþ õðÜñ÷ïõí äýï åíäå÷üìåíá,
(1) e(x1) = ∗, ïðüôå

�(h(x1)) = ∗

äçë.,
h(x1) = 0
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(2) e(x1) = x2, ïðüôå

�(h(x1)) = (id + h)(e(x1)) = (id + h)(x2) = h(x2)

êáé åðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôï óôïé÷åßï x2.
Óõíåðþò, áí ðñïêýøïõí x1; x2; : : : ; xn−2; xn−1 óôïé÷åßá ìå

e(x) = x1; : : : ; e(xn−2) = xn−1; e(xn−1) = ∗

ôüôå
�(h(xn−1)) = ∗ ���: h(xn−1) = 0
�(h(xn−2)) = h(xn−1) = 0 ���: h(xn−2) = 1

...
...

�(h(x1)) = h(x2) = n− 2 ���: h(xn−1) = n− 1
�(h(x)) = h(x1) = n− 1 ���: h(x) = n

ÔÝëïò, áí h(x) =∞
(id + h)(e(x)) = �(∞) =∞

äçë., e(x) = x1 ìå h(x1) =∞ êáé ïýôù êáè'åîÞò.
Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷ïõí Üðåéñá óôïé÷åßá x1; x2; : : : ∈ X ìå e(x) = x1; e(x1) = x2; : : :.

Áðï ôá ðáñáðÜíù Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï,

beh = h

Ãíùñßæïíôáò ôþñá üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá � õðÜñ÷åé, èá ïñßóïõìå ôçí ðñÜîç ôçò
ðñüóèåóçò óôï åðåêôåôáìÝíï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí, ⊕ : N× N→ N.
Åóôù f : N×N→ 1 + N×N, ìéá äïìÞ óõíÜëãåâñáò ç ïðïßá ïñßæåôáé ãéá êÜèå (n;m) ∈
N× N ùò åîÞò:

f(n;m) =


∗ if �(n) = �(m) = ∗ ���: n = m = 0

(n− 1;m) if �(n) = n− 1 ���: n 6= 0
(n;m− 1) if �(n) = ∗; �(m) = m− 1 ���: n = 0;m 6= 0

Åöüóïí � : N→ 1 + N åßíáé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò
óõíáëãåâñþí, ⊕ : N× N→ N, ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï ôåôñÜãùíï

N× N
f

��

⊕ // N
�

��

1 +X
id+⊕

// 1 + N× N
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áíôéìåôáèåôéêü.

ÄïèÝíôùí äýï óôïé÷åßùí n;m ∈ N, ç éóüôçôá

�(n⊕m) = (id +⊕)(f(n;m))

éó÷ýåé.
Äéáêñßíïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
• Áí n = m = 0

�(n⊕m) = (id +⊕)(∗) = ∗

äçë.
0⊕ 0 = 0

• Áí n = 0 ; m 6= 0

�(n⊕m) = (id +⊕)(n;m− 1) = n⊕ (m− 1)
�(n⊕ (m− 1)) = (id +⊕)(n;m− 2) = n⊕ (m− 2)

...
�(n⊕ (m− (m− 1))) = (id +⊕)(n; (m−m)) = n⊕ (m−m) = 0

Üñá,
0⊕ (m− (m− 1)) = 1

...
0⊕ (m− 1) = m− 1
0⊕m = m

(ôï ßäéï áðïôÝëåóìá éó÷ýåé, áí n 6= 0 êáé m = 0).

• Áí n;m 6= 0 ìå n < m (Þ n > m)

�(n⊕m) = (id +⊕)(n− 1;m) = (n− 1)⊕m
�((n− 1)⊕m) = (id +⊕)(n− 2;m) = (n− 2)⊕m

...
�((n− (n− 1))⊕m) = (id +⊕)(n− n;m) = 0⊕m = m

äçë.
(n− (n− 1))⊕m = m+ 1

...
n⊕m = n+m
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• Ðáñüìïéá ðñïêýðôåé êáé üôé

∞⊕m =∞ = m⊕∞

2

ÐáñÜäåéãìá 3.9 (ÓõíÝ÷åéá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 3.2)
Óôï ÐáñÜäåéãìá 3.2 ï åíäïóõíáñôçôÞò F : Set→ Set åßíáé ï

F (X) = A×X ; X ∈ Set

üðïõ A Ýíá óôáèåñü óýíïëï.
Ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò äßíåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç

beh : X → AN;

üðïõ AN åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí áðü ôï N óôï A.
Ïðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, èá äåßîïõìå üôé AN åßíáé ï öïñÝáò ôçò ôåëéêÞò
óõíÜëãåâñáò êáé èá ïñßóïõìå, ìå óõí-åðáãùãÞ, ôç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç

consta : 1→ AN;

ãéá êÜðïéï a ∈ A.

¸íá óôïé÷åßï � ∈ AN, äçë. ìéá óõíÜñôçóç � : N → A, áíáðáñßóôáôáé óáí ìéá Üðåéñç
áêïëïõèßá (a0; a1; a2; : : :) óôïé÷åßùí ôïõ A.
Ïñßæïõìå ôçí óõíÜëãåâñá

� :=< head; tail >: AN → A× AN;

ç ïðïßá óôÝëíåé Ýíá óôïé÷åßï � = (a0; a1; a2; : : :) óôï æåõãÜñé

�(�) = (head(�); tail(�)) = (a0; (a1; a2; : : :))

Áí èåùñÞóïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜëãåâñá

e :=< value; next >: X → A×X ; x 7→ (value(x); next(x))
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ôüôå, ãéá êÜèå x ∈ X, ç óõíÜñôçóç beh(x) : N→ A ïñßæåôáé ùò åîÞò:

beh(x)(0) = value(x)
beh(x)(1) = value(next(x))
beh(x)(2) = value(next(2)(x))

...
beh(x)(n) = value(next(n)(x))

...

üðïõ next(n)(x) := next(next(: : : (next(x)) : : :).

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé ïìïìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí

X

e

��

beh // AN

�

��

A×X
id×beh

// A× AN

äéüôé ãéá êÜèå x ∈ X:

�(beh(x)) = (value(x); (value(next(x)); value(next(2)(x)); : : :))

(id× beh)(e(x)) = (id× beh)(value(x); next(x)) = (value(x); beh(next(x)))
= (value(x); (value(next(x)); value(next(2)(x)); : : :))

Ìïíáäéêüôçôá ôçò beh:
¸óôù t : X → AN Ýíáò Üëëïò ìïñöéóìüò ìå

�(t(x)) = (id× t)(e(x)) (3.4)

ãéá êÜèå x ∈ X.
¼ìùò t(x) åßíáé óõíÜñôçóç áðü ôï N óôï A, ïðüôå ç éóüôçôá (3.4) äßíåé:

< head; tail > (t(x)(0); t(x)(1); : : :) = (value(x); t(next(x)))

Üñá,
t(x)(0) = value(x)

êáé
(t(x)(1); t(x)(2); : : :) = t(next(x))
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Åðßóçò ôï óôïé÷åßï next(x) áíÞêåé óôï óýíïëï X, Üñá åöáñìüæïíôáò îáíÜ ôçí éóüôçôá
(3.4) ðñïêýðôåé:

< head; tail > (t(next(x))) = (id× t)(< value; next >)(next(x))

äçë.
(t(x)(1); (t(x)(2); t(x)(3); : : :)) = (value(next(x)); t(next(2)(x)))

Üñá,
t(x)(1) = value(next(x))

êáé
(t(x)(2); t(x)(3); : : :) = t(next(2)(x))

Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, êáôáëÞãïõìå:

t(x)(0) = value(x)
t(x)(1) = value(next(x))

...
t(x)(n) = value(next(n)(x))

...

ôï ïðïßï ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï, äçë.

beh = t

Õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé � :=< head; tail >: AN → A × AN åßíáé ç ôåëéêÞ óõíÜëãå-
âñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ F (X) = A × X, èá ïñßóïõìå ìå óõí-åðáãùãÞ ôçí óôáèåñÞ
óõíÜñôçóç

consta : 1→ AN

ãéá êÜðïéï óôïé÷åßï a ∈ A.
Ðñþôá ïñßæïõìå ôçí óõíÜëãåâñá

c : 1→ A× 1 ; ∗ 7→ (a; ∗)

Áðü ôçí ôåëéêüôçôá ôçò � ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

1

c

��

consta // AN

�

��

A× 1
id×consta

// A× AN
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åðïìÝíùò,

< head; tail > (consta(∗)) = (id× consta)(c(∗)) = (id× consta)(a; ∗) = (a; consta(∗))

üðïõ
consta(∗) : N→ A

Üñá

< head; tail > (consta(∗)) = (consta(∗)(0); (consta(∗)(1); consta(∗)(2); : : :))

Ïé ðáñáðÜíù äýï éóüôçôåò ìáò äßíïõí üôé:

consta(∗)(0) = a êáé consta(∗) = (consta(∗)(1); consta(∗)(2); : : :)

Áí åöáñìüóïõìå îáíÜ ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù äéáãñÜììáôïò ãéá ôï

consta(∗) = (consta(∗)(1); consta(∗)(2); : : :)

ðáñáôçñïýìå üôé,

consta(∗)(1) = a êáé consta(∗) = (consta(∗)(2); consta(∗)(3); : : :)

ÅðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå
consta(∗)(0) = a
consta(∗)(1) = a

...
consta(∗)(n) = a

...

äçë.,
consta(∗) = (a; a; : : :)

2
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ÊåöÜëáéï 4

ÊáôáóêåõÞ ôçò ÔåëéêÞò ÓõíÜëãåâñáò

4.1 ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá óå ÔïðéêÜ ÐåðåñáóìÝíåò Ðáñïõ-

óéÜóéìåò Êáôçãïñßåò

Èåùñþíôáò ìßá ïðïéáäÞðïôå ô.ð.ð êáôçãïñßá K êáé Ýíá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï
åíäïóõíáñôçôÞ Φ : K → K , ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíáëãåâñþí ãé'áõôüí ôïí
åíäïóõíáñôçôÞ

Coalg(Φ)

Áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò ô.ð.ð êáôçãïñßáò êáé ôïõ ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïõ óõíáñôçôÞ
ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå óõíÜëãåâñá (K; e : K → Φ(K)) ; K ∈ K

• ï öïñÝáò ôçò K, ãñÜöåôáé ùò öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï ðåðåñáóìÝíùí ðáñïõóéÜóéìùí
áíôéêåéìÝíùí

K = colim
�lt:

ai

üðïõ, ai ∈ Kf:p

• ï Φ äéáôçñåß öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá, Üñá

Φ(K) = Φ(colim
�lt:

ai) ∼= colim
�lt:

Φ(ai)

Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå ìéá óõíéóôþóá ôïõ óõíïñßïõ K = colim
�lt:

ai:

a0 ina0
))RRRRRR

K
e // Φ(K)
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Ôï a0 åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï êáé ôï óõíüñéï Φ(K) = colim
�lt:

Φ(ai) öéëôñáñéóìÝíï,

ïðüôå õðÜñ÷åé ìéá ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ ìïñöéóìïý e · ina0 ìÝóù ìéáò óõíéóôþóáò ôïõ
óõíïñßïõ:

a0

ina0
((PPPPPP
m1 // Φ(a1) Φ(ina1 )

**UUUUUU

K
e // Φ(K)

ÊÜíïíôáò ôï ßäéï ãéá ôçí óõíéóôþóá ina1 Ý÷ïõìå:

a0

ina0
''OOOOOO
m1 // Φ(a1) Φ(ina1 )

))TTTTTT

K
e // Φ(K)

a1

ina1 77oooooo
m2

// Φ(a2)
Φ(ina2 )

55jjjjjj

Áí óõíå÷ßóïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ðñïêýðôåé ìéá áêïëïõèßá ôçò ìïñöÞò

a0
m1 // Φ(a1); a1

m2 // Φ(a2); a2
m3 // Φ(a3); : : :

áðü ìïñöéóìïýò ôçò K , üðïõ üëá ôá áíôéêåßìåíá a0, a1, a2, . . . åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõ-
óéÜóéìá.

Ìßá ôÝôïéá áêïëïõèßá ôçí êáëïýìå óýìðëåãìá (complex).

Óçìåßùóç 4.1 Óôçí åðüìåíç åíüôçôá èá äþóïõìå Ýíá éóïäýíáìï ïñéóìü ôïõ óõìðëÝã-
ìáôïò êáé èá äåßîïõìå üôé óõìðßðôåé ìå áõôüí ðïõ äßíïõìå åäþ.

Ïñéóìüò 4.2 (Êáôçãïñßá ÓõìðëåãìÜôùí)
Ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá

Complex(Φ)

ìå áíôéêåßìåíá óõìðëÝãìáôá, ôá ïðïßá ãéá óõíôïìßá ôá óõìâïëßæïõìå (a•;m•), êáé ìïñ-
öéóìïýò - ìåôáîý äýï óõìðëåãìÜôùí (a•;m•) , (a′•;m

′
•)- áêïëïõèßåò áðü ìïñöéóìïýò ôçò

K ïé ïðïßïé êáèéóôïýí áíôéìåôáèåôéêÜ ôá ôåôñÜãùíá:

a0
m1 //

f0
��

Φ(a1)

Φ(f1)
��

a1
m2 //

f1
��

Φ(a2)

Φ(f2)
��

a2
m3 //

f2
��

Φ(a3)

Φ(f3)
��

: : :

a′0 m′
1

// Φ(a′1) a′1 m′
2

// Φ(a′2) a′2 m′
3

// Φ(a′3)
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Ðñüôáóç 4.3 Áí ç K åßíáé ô.ð.ð êáôçãïñßá, ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí Complex(Φ)
åßíáé öéëôñáñéóìÝíç.

Áðüäåéîç: Ðñïöáíþò ç Complex(Φ) åßíáé ìç-êåíÞ. Èá äåßîïõìå üôé ïé áêüëïõèåò äýï
óõíèÞêåò éó÷ýïõí:

1. Ãéá êÜèå æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí (a•;m•), (a′•;m
′
•) ôçò Complex(Φ) õðÜñ÷åé óõí-

êþíïò

(a•;m•) (f•)
))TTTTTT

(b•; n•)

(a′•;m
′
•)

(f ′•)

55jjjjjj

óôçí Complex(Φ).

2. Ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí

(a•;m•)
(u•) //

(v•)
// (a

′
•;m

′
•)

óôçí Complex(Φ) õðÜñ÷åé óõí-êþíïò

(a•;m•)
(u•) //

(v•)
// (a

′
•;m

′
•)

(f•) // (b•; n•)

óôçí Complex(Φ).

¸óôù,

m1 : a0 −→ Φ(a1); m2 : a1 −→ Φ(a2); : : : ; mi : ai −→ Φ(ai+1); : : :

êáé

m′
1 : a′0 −→ Φ(a′1); m′

2 : a′1 −→ Φ(a′2); : : : ; m′
i : a′i −→ Φ(a′i+1); : : :

äýï óõìðëÝãìáôá (a•;m•) , (a′•;m
′
•) áíôßóôïé÷á.
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1: Åöüóïí ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá ai; a
′
i õðÜñ÷åé ôï óõí-ãéíüìåíï óôçí K , áí

èÝóïõìå bi = ai + a′i ãéá üëá ôá i ≥ 0 ðñïêýðôåé ï åðéèõìçôüò óõí-êþíïò, (b•; n•), ùò
åîÞò:

ai
mi+1 //

fi
((QQQQQQ Φ(ai+1) Φ(fi+1)

++WWWWWW

ai + a′i
ni+1 // Φ(ai+1 + a′i+1)

a′i m′
i+1

//

gi 66mmmmmm Φ(a′i+1)
Φ(gi+1)

33gggggg

Ï ìïñöéóìüò ni+1 ðñïêýðôåé áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-ãéíïìÝíïõ bi = ai + a′i
êáé éêáíïðïéåß ôéò éóüôçôåò:

ni+1 · fi = Φ(fi+1) ·mi+1 êáé ni+1 · gi = Φ(gi+1) ·m′
i+1

2: Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôï áñ÷éêü äéÜãñáììá, ãéá êÜèå i ≥ 0, åßíáé ôçò ìïñöÞò:

ai
mi+1 //

ui

��

vi

��

Φ(ai+1)

Φ(ui+1)

��
Φ(vi+1)

��

a′i m′
i+1

// Φ(a′i+1)

üðïõ,
m′
i+1 · ui = Φ(ui+1) ·mi+1 êáé m′

i+1 · vi = Φ(vi+1) ·mi+1

¼ìùò êÜèå æåõãÜñé ìïñöéóìþí ui; vi Ý÷åé óõí-åîéóùôÞ óôçí K , Ýóôù (bi; fi) áõôüò. Ï
æçôïýìåíïò óõí-êþíïò (b•; n•) ðñïêýðôåé ùò åîÞò:
Ôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá ãßíåôáé,

ai
mi+1 //

ui

��

vi

��

Φ(ai+1)

Φ(ui+1)

��
Φ(vi+1)

��

a′i m′
i+1

//

fi

��

Φ(a′i+1)

Φ(fi+1)

��

bi ni+1

// Φ(bi+1)

üðïõ ïé ìïñöéóìïß ni+1 ðñïêýðôïõí áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-åîéóùôÞ (bi; fi)
êáé êáèéóôïýí ôï \êÜôù ôåôñÜãùíï" áíôéìåôáèåôéêü.
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Óçìåßùóç 4.4 ¼ôáí ç êáôçãïñßá K åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ áëëÜ ü÷é ôïðéêÜ ðå-
ðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå, ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ôçí Ýííïéá ôïõ óõ-
ìðëÝãìáôïò. Ó'áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç üìùò ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí ðïõ ðñïêýðôåé
äåí ãíùñßæïõìå, ãåíéêÜ, áí åßíáé öéëôñáñéóìÝíç.

Èåþñçìá 4.5 ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò óå ìéá ôïðéêÜ ðåðå-
ñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç (ô.ð.ð) êáôçãïñßá äÝ÷åôáé ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá.

Áðüäåéîç: Åóôù K ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá êáé Φ : K −→ K
ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò.

ÂÞìá 1: Ïñéóìüò ôçò óõíÜëãåâñáò (T; �).
Èåùñïýìå T ∈ K íá åßíáé ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò

Complex(Φ)
@0−→ Kfp

inj−→ K

äçë.,
T = colim

�lt:
@0(a

•
i )

üðïõ, êÜèå a•i åßíáé óôïé÷åßï ôçò êáôçãïñßáò Complex(Φ) êáé @0(a
•
i ) = a0

i åßíáé ôï \ðåäßï"
(äçë. ôï ðñþôï óôïé÷åßï) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óõìðëÝãìáôïò.
Áí a•i = {m1 : a0 −→ Φ(a1); m2 : a1 −→ Φ(a2); : : : ; } ôüôå @0(a

•
i ) = a0.

èõìßæïõìå üôé ç êáôçãïñßá Complex(Φ) åßíáé öéëôñáñéóìÝíç êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò Φ
åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò, Üñá

Φ(T ) = colim
�lt:

Φ(@0(a
•
i ))

ÐñïêåéìÝíïõ íá äåßîïõìå üôé ï T ïñßæåé äïìÞ óõíÜëãåâñáò � : T −→ Φ(T ), èá áðïäåß-
îïõìå üôé ï Φ(T ) ïñßæåé óõí-êþíï.
Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá

@0(a
•
i ) = a0

i

m1
i //

in@0(a•
i
)

$$I
IIIIIIIIIII

@0(h•)=h0

��

Φ(a1
i ) = Φ(@0(a

•+1
i ))

Φ(in
@0(a•+1

i
)
)

((QQQQQQQQQQQQQ

Φ(h1)

��

T
� // Φ(T )

@0(a
•
j) = a0

j
m1
j

//

in@0(a•
j
)

::uuuuuuuuuuuu
Φ(a1

j) = Φ(@0(a
•+1
j ))

Φ(in
@0(a•+1

j
)
)

66nnnnnnnnnnnnn
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üðïõ, h• : a•i −→ a•j åßíáé Ýíá äéÜãñáììá óôçí êáôçãïñßá Complex(Φ), äçë.

a0
i

m1
i //

h0

��

Φ(a1
i ) ;

Φ(h1)
��

a1
i

m2
i //

h1

��

Φ(a2
i ) ;

Φ(h2)
��

: : :

a0
j

m1
j

// Φ(a1
j) ; a1

j
m2
j

// Φ(a2
j) ; : : :

(4.1)

ôÝôïéï þóôå
in@0(a•j )

· h0 = in@0(a•i )

Áí ðáñáëåßøïõìå ôï ðñþôï ôåôñÜãùíï ôüôå ðñïêýðôåé Ýíá íÝï äéÜãñáììá óôçí Complex(Φ).
Óõìâïëßæïõìå ôá êáéíïýñãéá óõìðëÝãìáôá ìå a•+1

i êáé a•+1
j üðïõ, @0(a

•+1
i ) = a1

i êáé

@0(a
•+1
j ) = a1

j .

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ðïõ äþóáìå ãéá ôïí T , ôá íÝá óõìðëÝãìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí
óõììåôÝ÷ïõí åðßóçò óôï óõíüñéï ðïõ ïñßæåé ôïí T . Åðßóçò ï åíäïóõíáñôçôÞò Φ äéáôçñåß
öéëôñáñéóìÝíá óõíüñéá, ìå ôá äýï áõôÜ äåäïìÝíá Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï áíôéìåôáèåôéêü
äéÜãñáììá

Φ(@0(a
•+1
i )) = Φ(a1

i )
Φ(in

@0(a•+1
i

)
)

((QQQQQQQQQQQQQQQQ

Φ(h1)

��

Φ(T )

Φ(@0(a
•+1
j )) = Φ(a1

j)

Φ(in
@0(a•+1

j
)
)

66nnnnnnnnnnnnnnnn

Áñá,
Φ(in@0(a•+1

i )) ·m1
i = Φ(in@0(a•+1

j )) · Φ(h1) ·m1
i

= Φ(in@0(a•+1
j )) ·m1

j · h0

ôï ïðïßï êáèéóôÜ ôïí Φ(T ) óõí-êþíï.
ÔÝëïò, áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõí-ïñßïõ T ðñïêýðôåé ï æçôïýìåíïò ìïñöéóìüò
� : T −→ Φ(T ), ìå ôçí éäéüôçôá

� · in@0(a•i )
= in@0(a•+1

i ) ·m
1
i
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ãéá üëá ôá i.

ÂÞìá 2: ï � åßíáé óôáèåñü óçìåßï (�xed point).
¸óôù h : a −→ Φ(T ) Ýíá ãåíéêåõìÝíï óôïé÷åßï (generalized element) ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ
óõíïñßïõ Φ(T ). Åöüóïí ôï a åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï Ý÷åé ìéá ðáñáãïíôïðïßçóç
ìÝóù åíüò óôïé÷åßïõ ôïõ óõíïñßïõ:

a

h !!C
CC

CC
n // Φ(@0(a

•
i )) = Φ(a0

i )

Φ(in@0(a•
i
))uukkkkkkkkk

T
� // Φ(T )

äçë.,
Φ(in@0(a•i )

) · n = h

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ìïñöéóìü n ðïõ ðñïêýðôåé, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá íÝï óýìðëåãìá
a•:

a n // Φ(a0
i ); a0

i

m1
i // Φ(a1

i ); a1
i

m2
i // Φ(a2

i ); : : :

ìå @0(a
•) = a.

Ôï óýìðëåãìá áõôü, óýìöùíá ðÜëé ìå ôïí ïñéóìü ôïõ T , óõììåôÝ÷åé óôï óõíüñéï äçë.,
õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò in@0(a•) : @0(a

•) −→ T ôÝôïéïò þóôå

@0(a
•) = a

h ''NNNNNNNN
n //

in@0(a•)

yy

Φ(@0(a
•
i )) = Φ(a0

i )

Φ(in@0(a•
i
))uukkkkkkkkk

T
� // Φ(T )

� · in@0(a•) = Φ(in@0(a•i )
) · n = h

ôï ïðïßï áðïäåéêíýåé üôé ï � åßíáé \åðß".

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ï � åßíáé \åíñéðôéêüò (1-1)" õðïèÝôïõìå üôé Ýíá ãåíéêåõìÝíï
óôïé÷åßï a ôïõ T äÝ÷åôáé äýï ðáñáãïíôïðïéÞóåéò f : a −→ @0(a

•
i ) êáé g : a −→ @0(a

•
j)

@0(a
•
i ) = a0

i
in@0(a•

i
)

""D
DD

DD
DD

DD
D

m1
i // Φ(a1

i ) = Φ(@0(a
•+1
i ))

Φ(in
@0(a•+1

i
)
)

''OOOOOOOOOOO

a

f
==zzzzzzzzz

g
!!C

CC
CC

CC
CC T

� // Φ(T )

@0(a
•
j) = a0

j

in@0(a•
j
)

==zzzzzzzzz

m1
j

// Φ(a1
j) = Φ(@0(a

•+1
j ))

Φ(in
@0(a•+1

j
)
)

77ppppppppppp
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ôÝôïéåò þóôå
� · in@0(a•i )

· f = � · in@0(a•j )
· g (4.2)

Ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá ôñßôï óôïé÷åßï ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ óõíïñßïõ Φ(T )

@0(a
•
i ) = a0

i
in@0(a•

i
)

""D
DD

DD
DD

DD
D

m1
i // Φ(a1

i ) = Φ(@0(a
•+1
i ))

Φ(in
@0(a•+1

i
)
)

''NNNNNNNNNNN Φ(h•)

&&
a

f
==zzzzzzzzz

g
!!C

CC
CC

CC
CC T

� // Φ(T ) Φ(a0
r) = Φ(@0(a

•
r))Φ(in@0(a•r))

oo

@0(a
•
j) = a0

j

in@0(a•
j
)

==zzzzzzzzz

m1
j

// Φ(a1
j) = Φ(@0(a

•+1
j ))

Φ(in
@0(a•+1

j
)
)

77ppppppppppp Φ(h′•)

88

ìå ôçí éäéüôçôá,

Φ(in@0(a•r)) · Φ(h•) = Φ(in@0(a•+1
i )) êáé Φ(in@0(a•r)) · Φ(h′•) = Φ(in@0(a•+1

j )) (4.3)

Áí åñìçíåýóïõìå ôéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áíôßóôïé÷á óõìðëÝã-
ìáôá êáôáëÞãïõìå óôá áêüëïõèá áíôéìåôáèåôéêÜ äéáãñÜììáôá:

a1
i

m2
i //

h1

��

Φ(a2
i ) ;

Φ(h2)
��

a2
i

m3
i //

h2

��

Φ(a3
i ) ;

Φ(h3)
��

: : :

a0
r

n1
r // Φ(a1

r) ; a1
r

n2
r // Φ(a2

r) ; : : :

a1
j

m2
j

//

h′1

OO

Φ(a1
j) ;

Φ(h′2)

OO

a2
j

m3
j

//

h′2

OO

Φ(a3
j) ;

Φ(h′3)

OO

: : :

ÐñïêåéìÝíïõ íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðüäåéîç, èá ïñßóïõìå Ýíá óýìðëåãìá c̄•

@0(a
•
i ) = a0

i
in@0(a•

i
)

##

f ′

&&LLLLLLLLLLLL

a

f
==zzzzzzzzz

g
!!C

CC
CC

CC
CC

@0(c̄
•) = c

in@0(c̄•)
// T

@0(a
•
j) = a0

j
in@0(a•

j
)

;;

g′

99rrrrrrrrrrr
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ôÝôïéï þóôå,
f ′ · f = g′ · g

êáé
in@0(c̄•) · f ′ = in@0(a•i )

; in@0(c̄•) · g′ = in@0(a•j )

Ôï æçôïýìåíï áõôü óýìðëåãìá èá åßíáé:

c n // Φ(a0
r); a0

r

n1
r // Φ(a1

r); a1
r

n2
r // Φ(a2

r); : : :

üðïõ, óôï äéÜãñáììá

a0
i

f ′

��
33

33
33

3

m1
i // Φ(a1

i )

Φ(h1)

  B
BB

BB
BB

B

a

f

EE�������

g
��

33
33

33
3 c n // Φ(a0

r)

a0
j

g′

EE�������

m1
j

// Φ(a1
j)

Φ(h′1)

>>}}}}}}}}

ôï ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áíôéêåßìåíï c åßíáé ç åîþèçóç (pushout) ôùí (f; g) êáé ï
ìïñöéóìüò n ðñïêýðôåé áðü ôçí êáèïëéêÞ ôçò éäéüôçôá, ëüãù ôçò éóüôçôáò:

Φ(h1) ·m1
i · f = Φ(h′1) ·m1

j · g

ç ïðïßá éêáíïðïéåßôáé ëüãù ôùí éóïôÞôùí (4.2) êáé (4.3).

ÂÞìá 3: Ôåëéêüôçôá ôçò ÓõíÜëãåâñáò (T; �).
Óôï ôåëåõôáßï áõôü âÞìá èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜëãåâñá (K; e) õðÜñ÷åé
ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò e† : (K; e) −→ (T; �).

Õðáñîç: Åóôù (K; e) ôõ÷áßá óõíÜëãåâñá. Ï öïñÝáò ôçò ãñÜöåôáé ùò ôï öéëôñáñéóìÝíï
óõíüñéï K = colim

�lt:
Ki üðïõ Ki ∈ Kf:p. Èá ïñßóïõìå ôïí ìïñöéóìü e† : K −→ T ãéá

êÜèå óõíéóôþóá Ki ôïõ óõíïñßïõ. Ãéá íá ãßíåé áõôü èá ÷ñåéáóôåß íá äåßîïõìå üôé êÜèå
Ki ïñßæåé óýìðëåãìá K•

i ìå @0(K
•
i ) = Ki. Ï e† èá ðñïêýøåé áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá

ôïõ óõíïñßïõ, Ý÷ïíôáò äåßîåé üôé ï T åßíáé óõí-êþíïò ãéá ôï äéÜãñáììá Kfp ↓ K −→ K
ôï óõíüñéï ôïõ ïðïßïõ åßíáé ôï K.
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Èåùñþíôáò Ýíá ôõ÷áßï äéÜãñáììá ðÜíù áðü ôï K, ãéá ðáñÜäåéãìá

Ki

h

��

ini

  B
BB

BB
BB

B

K

Kj

inj

>>}}}}}}}}

èÝëïõìå íá ôï äïýìå óôçí ìïñöÞ

@0(K
•
i )

in@0(K•
i
)

##G
GGGGGGGG

@0(h)

��

K

@0(K
•
j )

in@0(K•
j
)

;;xxxxxxxxx

üðïõ ï h åßíáé ìïñöéóìüò óõìðëåãìáôùí ôá ïðïßá ðñïêõðôïõí ùò åîÞò:

Áðü ôçí óõíÜëãåâñá e êáé ôï ôõ÷áßï äéÜãñáììá ðïõ õðïèÝóáìå, Ý÷ïõìå ôï äéÜãñáììá

Ki

ini

��?
??

??
??

?

m1
i //

h

��

Φ(K1
i )

Φ(ini+1)

$$I
IIIIIIII

Φ(h1)

$$

K
e // Φ(K) Φ(Kr0)Φ(inr0 )

oo

Kj

inj

??��������

m1
j

// Φ(K1
j )

Φ(inj+1)

::vvvvvvvvv
Φ(s1)

::

üðïõ Kr0 , ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áíôéêåßìåíï ìå

Φ(inr0) · Φ(h1) = Φ(ini+1) êáé Φ(inr0) · Φ(s1) = Φ(inj+1)

Ç ýðáñîç ôïõ Kr0 ïöåßëåôáé óôï ãåãïíüò üôé ôï Ki ðáñáãïíôïðïéåßôáé, üðùò öáßíåôáé óôï
äéÜãñáììá, ìÝóù äýï óõíéóôùóþí ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ óõíïñßïõ Φ(K).
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ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

Ki

m1
i //

h

��

Φ(K1
i )

Φ(h1)

��

Kj
Φ(s1)·m1

j

// Φ(Kr0)

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôïí ìïñöéóìü h1, ðñïêýðôoõí ôá äéáãñÜììáôá:

Ki

m1
i //

h

��

Φ(K1
i ) ;

Φ(h1)

��

K1
i

m2
i //

h1

��

Φ(K2
i ) ;

Φ(h2)

��

: : :

Kj
Φ(s1)·m1

j

// Φ(Kr0) ; Kr0Φ(s2)·mr0

// Φ(Kr1) ; : : :

üðïõ, mr0 : Kr0 −→ Φ(K1
r0

) åßíáé ç ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ Kr0 ìÝóù ôïõ Φ(K).

Áðï ôá ðáñáðÜíù åðéëÝãïõìå, Ki íá åßíáé ôï \ðåäßï" ôïõ óõìðëÝãìáôïò

m1
i : Ki −→ K1

i ; m2
i : K1

i −→ K2
i ; : : :

Kj ôï \ðåäßï" ôïõ

Φ(s1) ·m1
j : Kj −→ Kr0 ; Φ(s2) ·mr0 : Kr0 −→ Kr1 ; : : :

êáé h; h1; h2; : : : åßíáé ïé ìåôáîý ôïõò ìïñöéóìïß.

ÌÝ÷ñé åäþ Ý÷ïõìå äåßîåé üôé ïé óõíéóôþóåò êÜèå äéáãñÜììáôïò ðÜíù áðü ôï K ïñßæïõí
óõìðëÝãìáôá, ïðüôå áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Ô êÜèå Ki åßíáé åöïäéáóìÝíï ì'åíá ìïñöéóìü,
in@0(K•

i ), ðñïò ôï Ô.
Áñá, ï e† ðñïêýðôåé áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõíïñßïõ K êáé ïñßæåé ìïñöéóìü
óõíáëãåâñþí:

@0(K
•
i ) = Ki

ini
%%K

KKKKKKKKKKK
m1
i //

in@0(K•
i
)

&&

Φ(K1
i ) = Φ(@0(K

•+1
i ))

Φ(ini+1)

((QQQQQQQQQQQQQQ

Φ(in
@0(K•+1

i
)
)

((

K
e //

e†
��

Φ(K)

Φ(e†)
��

T
� // Φ(T )
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ÐñÜãìáôé,
� · e† · ini = � · in@0(K•

i )

= Φ(in@0(K•+1
i )) ·m1

i

= Φ(e† · ini+1) ·m1
i

= Φ(e†) · Φ(ini+1) ·m1
i

= Φ(e†) · e · ini

Ìïíáäéêüôçôá: ¸óôù � : (K; e) −→ (T; �) Ýíáò Üëëïò ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí:

@0(K
•
i ) = Ki

ini
!!D

DD
DD

DD
DD

m1
i //

h

��

Φ(K1
i ) = Φ(@0(K

•+1
i ))

Φ(ini+1)

''OOOOOOOOOOO

K
e //

�

��

Φ(K)

Φ(�)

��

@0(a
•
i )

in@0(a•
i
)
// T

� // Φ(T )

ìå
� · � · ini = Φ(�) · e · ini (4.4)

ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìï áíôéêåßìåíï Ki, ëüãù ôïõ ìïñöéóìïý �, Ý÷åé ìéá ðáñá-
ãïíôïðïßçóç ìÝóù åíüò óôïé÷åßïõ ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ óõíïñßïõ T .

Óêïðüò ìáò åßíáé íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå Ki éó÷ýåé ç éóüôçôá

e† · ini = � · ini

Ï ìïñöéóìüò � Ý÷ïõìå äåßîåé üôé åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé

� · e† · ini = � · � · ini Þ Φ(e†) · e · ini = Φ(�) · e · ini (4.5)

Áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ äéáãñÜììáôïò êáôáëÞãïõìå:

@0(K
•
i ) = Ki

ini
%%K

KKKKKKKKKKK
m1
i //

h

��

Φ(K1
i ) = Φ(@0(K

•+1
i ))

Φ(ini+1)
uukkkkkkkkkkkkkkkkkk

Φ(h1)

��

K
e //

�

��

Φ(K)

Φ(�)

��

@0(a
•
i )

in@0(a•
i
)
//

n1 --

T
� // Φ(T ) Φ(@0(a

•
j))

Φ(in@0(a•
j
))

oo

Φ(s)uu

Φ(@0(a
•+1
i ))

Φ(in
@0(a•+1

i
)
)

77pppppppppppp

Φ(t)
// Φ(@0(c

•))

Φ(in@0(c•))

OO
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éóüôçôá (4.4) Ý÷ïõìå ôï óýìðëåãìá @0(c
•) êáé ôá áíôéìåôáèåôéêÜ

äéáãñÜììáôá,

Ki
h // a0

i

n1
i // Φ(a1

i ) ;

Φ(t)

��

a1
i

n2
i //

t

��

Φ(a2
i ) ;

Φ(t1)

��

: : :

Φ(c0) ; c0
q1 // Φ(c1) ; : : :

Ki
m1
i

// Φ(K1
i ) Φ(h1)

// Φ(a0
j) ;

Φ(s)

OO

a0
j

n1
j

//

s

OO

Φ(a1
j) ;

Φ(s1)

OO

: : :

(4.6)

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôïí ßäéï óõëëïãéóìü ãéá ôïí ìïñöéóìü h1, ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á:

K1
i

h1 // a0
j

n1
j

// Φ(a1
j) ;

Φ(t′)

��

a1
j

n2
j
//

t′

��

Φ(a2
j) ;

Φ(t′1)

��

: : :

Φ(d0) ; d0
q̄1 // Φ(d1) ; : : :

K1
i m2

i

// Φ(K2
i ) Φ(h2)

// Φ(a0
k) ;

Φ(s′)

OO

a0
k n1

k

//

s′

OO

Φ(a1
k) ;

Φ(s′1)

OO

: : :

(4.7)

êáé óõíå÷ßæïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï.

Ôï êñßóéìï óçìåßï ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò (4.5) åßíáé íá äåßîïõìå ôçí ýðáñîç åíüò åíäéÜìå-
óïõ óõìðëÝãìáôïò ìåôáîý ôùí äýï óõìðëåãìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïõò ìïñöéóìïýò
óõíáëãåâñþí � êáé e†:

Ki
h //

��

a0
i

n1
i // Φ(a1

i ) ;

��

a1
i

n2
i //

��

Φ(a2
i ) ;

��

: : :

• // • ; • // • ; : : :

Ki
m1
i

//

OO

Φ(K1
i ) ;

OO

K1
i m2

i

//

OO

Φ(K2
i ) ;

OO

: : :

(4.8)

Ï ëüãïò åßíáé üôé ç (4.5), ðñïêåéìÝíïõ íá éêáíïðïéåßôáé, åðéâÜëëåé ãéá êÜèå óõíéóôþóá
ini ôá áíôßóôïé÷á óõìðëÝãìáôá íá \ôáõôßæïíôáé" óôï öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï Φ(T ), äçë.
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éóïäýíáìá íá õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá.

Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ åíäéÜìåóïõ óõìðëÝãìáôïò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá äéáãñÜììáôá
ôçò ìïñöÞò (4.6), (4.7).

Îåêéíþíôáò ìå ôï ðñþôï äéÜãñáììá ôçò (4.6), ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôïõ åíäéÜìåóïõ óõ-
ìðëÝãìáôïò èá åßíáé:

Ki

n1
i ·h //

id

��

Φ(a1
i )

Φ(t)

��

Ki
// Φ(c0)

Ki

id

OO

m1
i

// Φ(K1
i )

Φ(s·h1)

OO

Óôç óõíÝ÷åéá ðáßñíïõìå ôï äåýôåñï äéÜãñáììá ôçò (4.6), ôï ðñþôï äéÜãñáììá ôçò (4.7)
êáé ôá óõãêïëëïýìå êáôÜ ìÞêïò ôïõ ìïñöéóìïý n1

j . Ïðüôå ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá

a1
i

n2
i //

t

��

Φ(a2
i )

Φ(t1)

��

c0
q1 // Φ(c1)

Φ(f)

##

a0
j

n1
j

//

s

OO

Φ(a1
j)

Φ(s1)

OO

Φ(t′)

��

Φ(p)

Φ(d0)

Φ(g)

;;

K1
i

h1

OO

m2
i

// Φ(K2
i )

Φ(s′·h2)

OO

üðïõ p åßíáé ç åîþèçóç ôùí ìïñöéóìþí (s1; t
′). Ôüôå ôï äåýôåñï óôïé÷åßï ôïõ åíäéÜìåóïõ
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óõìðëÝãìáôïò èá åßíáé:

a1
i

n2
i //

t
��?

??
??

??
? Φ(a2

i )
Φ(f)·Φ(t1)

##H
HH

HH
HH

HH

c0
Φ(f)·q1 // Φ(p)

K1
i

m2
i //

s·h1

??��������
Φ(K2

i )

Φ(g)·Φ(s′·h2)

;;vvvvvvvvv

Ãéá ôï ôñßôï óôïé÷åßï ôïõ åíäéÜìåóïõ óõìðëÝãìáôïò èá óõãêïëëÞóïõìå:
(1) Ôï ôñßôï äéÜãñáììá ôçò (4.6) ðïõ åßíáé,

a2
i

n3
i //

t1

��

Φ(a3
i )

Φ(t2)

��

c1
q2 // Φ(c2)

a1
j

s1

OO

n2
j

// Φ(a2
j)

Φ(s2)

OO

(2) Ôï äåýôåñï äéÜãñáììá ôçò (4.7) êáé
(3) ôï áíôßóôïé÷ï ðñþôï äéÜãñáììá ôçò (4.7), ðïõ åßíáé

K2
i

h2 // a0
k

n1
k // Φ(a1

k)

Φ(t′′)
��

Φ(d̃0)

K2
i m3

i

// Φ(K3
i )Φ(h3)

// Φ(a0
l )

Φ(s′′)

OO
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Ôüôå ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá

a2
i

n3
i //

t1

��

Φ(a3
i )

Φ(t2)

��

c1
q2 //

f

��
**

**
**

**
**

**
**

**
**

**
**

Φ(c2)

��
00

00
00

00
00

00
00

00
00

00
00

0

a1
j

s1

OO

n2
j

//

t′

��

Φ(a2
j)

Φ(s2)

OO

Φ(t′1)

��

p x // Φ(p̄)

Φ( )

��

d0
q̄1 //

g

??��������
Φ(d1)

::

��

Φ(p1)

a0
k

s′

OO

n1
k

// Φ(a1
k)

Φ(s′1)

OO

Φ(t′′)

��

Φ(p′)

OO

Φ(d̃0)

BB��������������

K2
i

h2

OO

m3
i

// Φ(K3
i )

Φ(s′′·h3)

OO

Óôï ïðïßï êáôáóêåõÜæïõìå ôçí Ýîùèçóç ôùí ìïñöéóìþí (s2; t
′
1) êáé áðü ôçí êáèïëéêÞ

éäéüôçôá ôçò åîþèçóçò p (ôïõ ðñïçãïýìåíïõ âÞìáôïò) õðÜñ÷åé ï (ìïíáäéêüò) ìïñöéóìüò
x. Åðßóçò, ôï p′ åßíáé ç åîþèçóç ôùí (s′1; t

′′). ÔÝëïò, ðáßñíïíôáò êáé ôçí åîþèçóç ôùí äýï
äéáêåêïììÝíùí âåëþí ðñïêýðôåé ôï áíôéêåßìåíï p1, Üñá ôï ôñßôï óôïé÷åßï ôïõ åíäéÜìåóïõ
óõìðëÝãìáôïò èá åßíáé ôï
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p
Φ( )·x−→ Φ(p1)

Ãéá ôçí ðëçñüôçôá ôçò êáôáóêåõÞò, èá äåßîïõìå ìå åðáãùãÞ üôé ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå êÜèå üñï ôïõ åíäéÜìåóïõ óõìðëÝãìáôïò.
Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé ï k-óôïò üñïò, äçë. Ý÷ïõìå ôï äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò:

ak−1
i

nki //

��

Φ(aki )

��

ck−1 //

��

Φ(ck)

��

•

OO

•

OO

...
...

...
pk−1 //... Φ(pk)

•

��

•

��

dk−1
//

DD

Φ(dk)

bk−1
//

OO

Φ(bk)

OO

��

Φ(d̃0)

II

Kk−1
i mk

i

//

hk−1

OO

Φ(Kk
i )

OO

o k-óôïò üñïò ôïõ åíäéÜìåóïõ óõìðëÝãìáôïò åßíáé ï pk−1 −→ Φ(pk), üðïõ pk−1; pk åßíáé
åîùèÞóåéò.
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Ôüôå ï k + 1 üñïò èá êáôáóêåõáóôåß ùò åîÞò:

aki
nk+1
i //

��

Φ(ak+1
i )

��

ck //

��
**

**
**

**
**

**
**

**
**

**
**

**
Φ(ck+1)

��
22

22
22

22
22

22
22

22
22

22
22

22
2

•

OO

•

OO

...
...

...
pk

x //

  

... Φ(p′k+1)

Φ(f ′)

��

•

��

•

��

dk // Φ(dk+1)

bk //

OO

��

Φ(bk+1)

OO

��

Φ(pk+1)

d̃0
//

KK�������������������������������

Φ(d̃1)

Φ(f)

HH��������������������������������

Φ(g)

%%LLLLLLLLLL

b′0

OO

// Φ(b′1)

Φ(t)

OO

Φ(t′)
��

Φ(q)

Φ(g′)

OO

Φ(d̄0)

88rrrrrrrrrr

Kk
i

mk+1
i

//

hk

OO

Φ(Kk+1
i )

OO

Áðü ôï åðáãùãéêü âÞìá Ý÷ïõìå ôçí åîþèçóç pk.
ÊáôáóêåõÜæïõìå ôçí åîþèçóç p′k+1, áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôçò pk õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò
x áðü ôï pk óôï Φ(p′k+1).
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Èåùñþíôáò ôçí åîþèçóç q ôùí ìïñöéóìþí (t; t′) êáôáóêåõÜæïõìå, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé
ôçí ðñïçãïýìåíç, ôçí åîþèçóç pk+1 ôùí (f; g).
Óõíåðþò ï k + 1 üñïò èá åßíáé ï

pk
Φ(f ′)·x−→ Φ(pk+1)

Ìå ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò êáôáóêåõÞò ôïõ åíäéÜìåóïõ óõìðëÝãìáôïò ïëïêëçñþíåôáé ç
áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò êáé êáôáóêåõÞò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, ãéá ðåðåñáóìÝíá ðñïó-
äéïñéìÝíïõò åíäïóõíáñôçôÝò óå ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíåò ðáñïõóéÜóéìåò êáôçãïñßåò.

4.2 ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò

Ðñïôïý îåêéíÞóïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò èá áíáöÝñïõìå êÜðïéåò
åéóáãùãéêÝò Ýííïéåò ðÜíù óôéò ïðïßåò èá âáóéóôïýìå.

Ðñüôáóç 4.6 Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï åíäïóõíáñôçôÞ ôçò ìïñöÞò
Φ : Flat(A ; Set) −→ Flat(A ; Set), ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá åðßðåäï ìüäéï (
at
module)

MΦ : A op −→ Flat(A ; Set)

ôÝôïéï þóôå,
Φ ∼= MΦ ⊗−

Áðüäåéîç: Ìüäéï M : A � // B áðü ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá A óå ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá
B åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò ôçò ìïñöÞò:

M : A op ×B −→ Set

ï ïðïßïò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí óõíáñôçôÞ

M : A op −→ [B; Set]

Åäþ èÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ìüäéï ôçò ìïñöÞò:

M : A � // A
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äçë., Ýíá óõíáñôçôÞ
M : A op −→ [A ; Set]

Ôïí êáôáóêåõÜæïõìå ðáßñíïíôáò ôçí óýíèåóç

A op �
,→ Flat(A ; Set)

Φ−→ Flat(A ; Set)
�
,→ [A ; Set]

äçë.
M = � · Φ · � : A op −→ [A ; Set]

üðïõ, � åßíáé ï åãêëåéóìüò ôùí åðßðåäùí óõíáñôçôþí óôçí êáôçãïñßá ôùí ðñïäñáãìÜôùí
êáé � ï ðåñéïñéóìüò ôçò åìöýôåõóçò Yoneda.

Óêïðüò ìáò åßíáé íá äåßîïõìå, üôáí ï åíäïóõíáñôçôÞò Φ åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéï-
ñéìÝíïò ôï ìüäéï M ðåñéïñßæåôáé ó'Ýíá åðßðåäï-ìüäéï (
at module):

MΦ := M : A op −→ Flat(A ; Set)

äçë. ãéá êÜèå a ∈ A op ï óõíáñôçôÞò

M(a;−) : A −→ Set

åßíáé åðßðåäïò,

ìå ôçí åðéðëÝïí éäéüôçôá
Φ ∼= MΦ ⊗−

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôïí éó÷õñéóìü ìáò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ãíùóôÞ êáôáóêåõÞ
ôçò áñéóôåñÞò Kan åðÝêôáóçò, êáôÜ ìÞêïò ôçò åìöýôåõóçò Yoneda, ôïõ óõíáñôçôÞ M :

A op
y
//

M
��8

88
88

88

�

++

[A ; Set]

M⊗−��

Flat(A ; Set)? _�oo

Φzzttttttttt

[A ; Set] Flat(A ; Set)? _
�

oo

(óôï äéÜãñáììá ðñïóèÝóáìå ôïí åãêëåéóìü �, ôïí ðåñéïñéóìü ôçò åìöýôåõóçò Yoneda �
êáé ôïí åíäïóõíáñôçôÞ Φ).
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Ôüôå, ãéá êÜèå åðßðåäï óõíáñôçôÞ X ∈ Flat(A ; Set) ðñïêýðôåé:

M ⊗ �(X) = M ⊗ �(colim
�lt:

�(Ai)) ; åðåéäÞX = colim
�lt:

�(Ai)

∼= M ⊗ colim
�lt:

� · �(Ai)

∼= colim
�lt:

(M ⊗ � · �(Ai)) ; åðåéäÞM ⊗− åßíáé áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç

∼= colim
�lt:

(M ⊗ y(Ai)) ; åðåéäÞ y ∼= � · �
∼= colim

�lt:
(y(Ai) ? M)

= colim
�lt:

(y(Ai) ? � · Φ · �)
∼= colim

�lt:
(� · Φ)(�(Ai))

∼= � · Φ(colim
�lt:

�(Ai)) ; åðåéäÞ ï Φ åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò

∼= � · Φ(X)
(4.9)

¼ìùò,
�(X) = X and � · Φ(X) = Φ(X)

Üñá ìðïñïýìå íá îáíáãñÜøïõìå ôïí ðñïçãïýìåíï éóïìïñöéóìü óôç ìïñöÞ

M ⊗X ∼= Φ(X)

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé üôé ï óõíáñôçôÞò

M ⊗X : A −→ Set

åßíáé åðßðåäïò, õðü ôïí üñï üôé X ∈ Flat(A ; Set).

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí éóïìïñöéóìü

(M ⊗−) · y(−) ∼= M

ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí áñéóôåñÞ Kan åðÝêôáóç, Ý÷ïõìå:

M(a) = M(a;−) ∼= M ⊗ y(a)

ãéá êÜèå a ∈ A op .
Áðü ôçí (4.9), óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ:

M(a;−) ∼= M ⊗ y(a)
∼= M ⊗ �(�(a))
∼= � · Φ(�(a))
= Φ(�(a))
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äçë.,
M(a;−) ∈ Flat(A ; Set)

Óçìåßùóç 4.7 ¸íáò ðñáêôéêüò ôñüðïò ãéá íá äçëþíïõìå ôá óôïé÷åßá m ∈ M(a; b),
åíüò ìüäéïõ M : A � // B, åßíáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò \óðáóìÝíá âÝëç" (broken arrow)

a �
m //b

ãéá ôá ïðïßá éó÷ýïõí ôá åîÞò:

1. ÄïèÝíôïò åíüò ìïñöéóìïý f : a′ −→ a óôçí A , ç óýíèåóç

a′
f
//a �

m //b

äçëþíåé ôï óôïé÷åßï M(f; b)(m) ∈M(a′; b).

Ìéá ôÝôïéá óýíèåóç ôçí óõìâïëßæïõìå ìå m@f , êáé ðñïêýðôåé üôé éó÷ýïõí ïé éóü-
ôçôåò: m@(f · f ′) = (m@f)@f ′ êáé m@1a = m.

2. ÄïèÝíôïò åíüò ìïñöéóìïý g : b −→ b′ óôç B, ç óýíèåóç

a �
m //b

g
//b′

äçëþíåé ôï óôïé÷åßï M(a; g)(m) ∈M(a; b′).

3. Ç óõíáñôçôéêüôçôá ôïõ M äßíåé ìéá óáöÞ åñìçíåßá óôá äéáãñÜììáôá ôçò ìïñöÞò

a′
f
//a �

m //b
g
//b′

4. Ç Ýííïéá ôïõ áíôéìåôáèåôéêïý äéÜãñáììáôïò \åðåêôåßíåôáé". Ãéá ðáñÜäåéãìá, ëÝ-
ãïíôáò üôé ôï áêüëïõèï ôåôñÜãùíï

a �
m //

f

��

b

g

��

a′ �
m′
// b′

áíôéìåôáôßèåôáé óçìáßíåé üôé ç éóüôçôá m′@f = g@m éó÷ýåé.
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Óçìåßùóç 4.8 ÏðïôåäÞðïôå Ý÷ïõìå äýï ìüäéá ôçò ìïñöÞò M : A � // B êáé N :
B � // C ìðïñïýìå íá ôá óõíèÝóïõìå, ãñÜöïíôáò ôçí óýíèåóç ôïõò ùò:

N ⊗M : A � // C

ç ïðïßá ïñßæåôáé êáôÜ óçìåßï ùò ôï óõí-ðÝñáò (coend)(
N ⊗M

)
(a; c) =

∫ b

N(b; c)×M(a; b)

Åðßóçò, ãíùñßæïõìå üôé ôá óôïé÷åßá ôïõ
(
N ⊗M

)
(a; c) åßíáé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò. Åíá

ôõðéêü óôïé÷åßï ôïõ
(
N ⊗M

)
(a; c) åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [(n;m)], ç ïðïßá áíá-

ðáñßóôáôáé áðü ôï æåõãÜñé (n;m) ∈ N(b; c) × M(a; b). Áí áíáëýóïõìå ðþò ç ó÷Ýóç
éóïäõíáìßáò äçìéïõñãåßôáé, ÷ñçóéìïðïéþíôáò \óðáóìÝíá âÝëç", ðñïêýðôåé ç áðáßôçóç
ôá æåõãÜñéá

(n; f@m) êáé (n@f;m)

íá åßíáé éóïäýíáìá, üðïõ ôá n, f êáé m åßíáé:

a �
m //b

f
//b′ �

n //c

Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôçí ðáñáðÜíù óýíèåóç ôùí ìïäßùí üôé ìðïñåß íá Ý÷ïõìå êáé äéá-
ãñÜììáôá ôçò ìïñöÞò

a2 �
m2 //a1 �

m1 //a0

ãéá ôá óôïé÷åßá m1 ∈ M(a1; a0), m2 ∈ M(a2; a1) åíüò ìüäéïõ M : A � // A . ÔÝôïéá
äéáãñÜììáôá ïñßæïíôáé ìüíï ôõðéêÜ:äýï \óðáóìÝíá âÝëç" äåí óõíôßèåíôáé.

Óôçí ðáñáðÜíù Ðñüôáóç áíáöÝñáìå üôé èÝëïõìå ôï ìüäéï M : A � // A íá åßíáé
åðßðåäï, ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå a óôçí A ï óõíáñôçôÞò M(a;−) : A −→ Set íá
åßíáé åðßðåäïò.
Ôï ôåëåõôáßï åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï íá äåßîïõìå üôé ç êáôçãïñßá ôùí óôïé÷åßùí (category
of elements)

elts(M(a;−))

åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç (co�ltered).
×ñçóéìïðïéþíôáò \óðáóìÝíá âÝëç" ìðïñïýìå íá áíáäéáôõðþóïõìå ôéò óõíèÞêåò åêåßíåò
ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé þóôå ç êáôçãïñßá ôùí óôïé÷åßùí íá åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç:
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(1) Ç êáôçãïñßá elts(M(a;−)) íá åßíáé ìç-êåíÞ, äçë. ãéá êÜèå b ∈ A õðÜñ÷åé óðáóìÝíï
âÝëïò

a �
m //b

(2) Ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá (b1;m1 ∈M(a; b1)) ; (b2;m1 ∈M(a; b2)) ôçò elts(M(a;−))
õðÜñ÷åé Ýíá ôñßôï áíôéêåßìåíï (b;m ∈M(a; b)) êáé äýï ìïñöéóìïß f1; f2 ôÝôïéïé þóôå

(b1;m1)

(b;m)

f1 44iiiiii

f2
**UUUUUU

(b2;m2)

äçë., ãéá êÜèå äýï óðáóìÝíá âÝëç

b1
a

#mmm
m1 66mmm

�Q
QQ
m2 ((

QQQ
b2

õðÜñ÷åé áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

b1

a

$nnnnnnn

m1

66nnnnnnn

�
m //

�P
PPPPPP

m2
((PPPPPPP

b
f1

==

f2

!!

b2

(3) Ãéá êÜèå æåýãïò ìïñöéóìþí (b1;m1)
u //

v
// (b2;m2) óôçí elts(M(a;−)), õðÜñ÷åé

êþíïò

(b;m)
f
// (b1;m1)

u //

v
// (b2;m2)

äçë., ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

b1

u

��
v

��
a

%ppp
m1
77ppp

�N
NN
m2 ''N

NN

b2
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ïñßæåôáé ôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

b
f
��

a

.m
==

�
m1 //

rB
BBB

m2 !!B
BBB
b1

u
��
v
��

b2

Õðüèåóç 4.9 Ãéá ôï õðüëïéðï ôïõ êåöáëáßïõ ôï

M : A � // A

èá åßíáé åðßðåäï ìüäéï ðÜíù óå ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá A .

Óçìåßùóç 4.10 Ï Tom Leinster óôçí åñãáóßá ôïõ, [Le], ïíïìÜæåé ôï æåõãÜñé (A ;M)
áõôï-üìïéï óýóôçìá (self-similarity system). Áõôü Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï üôé ï Leinster
óôç äïõëåéÜ ôïõ áõôÞ ìåëåôÜ (ôïðïëïãéêïýò) ÷þñïõò ïé ïðïßïé åßíáé áõôï-üìïéïé (self-
similar).

4.2.A Ç êáôçãïñßá ôùí ÓõìðëåãìÜôùí

Ôï âáóéêü ìáò åñãáëåßï ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, üðùò Ý÷ïõìå
áíáöÝñåé, åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí. Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ïñßóáìå
ôçí êáôçãïñßá áõôÞ, åäþ ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ýííïéá ôïõ ìïäßïõ êáôáëÞãïõìå ó'Ýíá
éóïäýíáìï ïñéóìü ôçò ßäéáò êáôçãïñßáò.

Ïñéóìüò 4.11 ÄïèÝíôïò åíüò (åðßðåäïõ) ìïäßïõ M , ç êáôçãïñßá

Complex(M)

ôùí M -óõìðëåãìÜôùí êáé ôùí ìïñöéóìþí ìåôáîý áõôþí ïñßæåôáé ùò åîÞò:

1. Áíôéêåßìåíá, êáëïýìå ôá M -óõìðëÝãìáôá, ôá ïðïßá åßíáé áñéèìÞóéìåò áëõóßäåò
ôçò ìïñöÞò

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a0

üðïõ mi ∈M(ai+1; ai).
Åíá ôÝôïéï óýìðëåãìá èá ôï óõìâïëßæïõìå ìå (a•;m•) ãéá óõíôïìßá.
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2. Ìïñöéóìïß áðü Ýíá óýìðëåãìá (a•;m•) óôï (a′•;m
′
•) èá åßíáé áêïëïõèßåò ìïñöéóìþí

fn : an −→ a′n, ôéò ïðïßåò èá óõìâïëßæïõìå ìå (f•), ôÝôïéåò þóôå üëá ôá ôåôñÜãùíá
ôïõ áêüëïõèïõ äéáãñÜììáôïò

: : : �
m3 // a2 �

m2 //

f2
��

a1 �
m1 //

f1
��

a0

f0
��

: : : �
m′

3

// a′2 �
m′

2

// a′1 �
m′

1

// a′0

íá áíôéìåôáôßèåíôáé.

Ãéá n ≥ 0, èá äçëþíïõìå ìå
Complexn(M)

ôçí êáôçãïñßá ôùí n-êïììÝíùí M -óõìðëåãìÜôùí. Ôá áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò áõ-
ôÞò èá åßíáé áëõóßäåò ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò

an �
mn // an−1 � // : : : � // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a0

êáé ïé ìïñöéóìïß èá ïñßæïíôáé üðùò óôçí Complex(M).

Ìåôáîý ôùí êáôçãïñéþí Complex(M) êáé Complexn(M) ïñßæåôáé ï ðñïöáíÞò óõíáñôçôÞò

prn : Complex(M) −→ Complexn(M); n ≥ 0

ðïõ óôÝëíåé Ýíá M-óýìðëåãìá óôï óýìðëåãìá ìÞêïõò n.
Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé ãéá n = 0 éó÷ýåé, Complex0(M) = A .

Ï ïñéóìüò ôïõ óõðëÝãìáôïò ðïõ ìüëéò äþóáìå åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí ïñéóìü ôçò
Åíüôçôáò 4.1, ãéá ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç (Þ ô.ð.ð) êáôçãïñßá K êáé Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï åíäïóõíáñôçôÞ Φ : K −→ K .
×ñçóéìïðïéþíôáò ôïõò éóïìïñöéóìïýò

Φ ∼= M ⊗− êáé K ∼= Flat(A ; Set)

êÜèå M -óýìðëåãìá
: : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 �

m1 // a0

ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

a0
m1 // Φ(a1); a1

m2 // Φ(a2); a2
m3 // Φ(a3); : : :
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ÐñÜãìáôé, ðáßñíïíôáò ãéá ðáñÜäåéãìá,

Φ(a1) ∼= M ⊗ y(a1) ∼= M(a1;−)

ôüôå
K (a0;Φ(a1)) ∼= Flat(A ; Set)(y(a0);M(a1;−)) ∼= M(a1; a0) (4.10)

Óôç óõíÝ÷åéá ðáñáèÝôïõìå ôñßá ðáñáäåßãìáôá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíùí åíäïóõíáñ-
ôçôþí óôá ïðïßá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðñïçãïýìåíá, äåß÷íïõìå ðùò ìðïñïýí íá éäùèïýí
ùò åðßðåäá ìüäéá.

ÐáñÜäåéãìá 4.12 Óôï ÐáñÜäåéãìá 3.8 Ý÷ïõìå ôïí ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï åíäïóõ-
íáñôçôÞ Φ : Set −→ Set, ìå Φ(X) = 1 +X.

Ç êáôçãïñßá Set åßíáé ô.ð.ð. Áí óõìâïëßóïõìå ìå E : Setfp −→ Set ôïí ðëÞñç-ðõêíü
åãêëåéóìü ìéáò ìéêñÞò êáôçãïñßáò ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí, ôüôå ç áðåéêüíéóç

X 7→ Set(E−; X)

ìáò åîáóöáëßæåé ôçí éóïäõíáìßá ôùí êáôçãïñéþí

Set ' Flat(Setopfp ; Set) = Lex(Setopfp ; Set)

Áí åðéëÝîïõìå ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí äéáôáêôéêþí, ùò ôï áíáðáñáóôÜóéìï óýíïëï
ôùí ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìùí óõíüëùí ôüôå ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå êÜèå óýíïëï
X ÷ñçóéìïðïéþíôáò \ãåíéêåõìÝíá óôïé÷åßá (generalized elements)" ôçò ìïñöÞò n −→ X,
üðïõ n ðåðåñáóìÝíïò äéáôáêôéêüò. ÐåñéãñÜöïíôáò ì'áõôü ôïí ôñüðï ôá óýíïëá, ëÝìå üôé
Ýíá óýíïëï \ìåôáâÜëëåôáé óôï ÷ñüíï" êáé åííïýìå üôé ôï hom-óýíïëï Set(n;X) åßíáé ç
\ôéìÞ" ôïõ X óå \÷ñüíï" n.

Ôï áíôßóôïé÷ï åðßðåäï ìüäéï åßíáé ôï

M : Setopfp � // Set
op
fp

ìå ôéìÝò
M(a; b) ∼= Set(b;Φ(a)) ∼= Set(b; 1 + a) ∼= Set(b; a) + Set(b; 1)

üðïõ a; b åßíáé ðåðåñáóìÝíïé äéáôáêôéêïß.

Åíá M -óýìðëåãìá
: : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 �

m1 // a0

Ý÷åé ôç ìïñöÞ:
a0

m1−→ a1
m2−→ a2

m3−→ : : :
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Þ
a0

m1−→ a1
m2−→ a2

m3−→ : : : −→ 1

ç ðñþôç ìïñöÞ åßíáé ìéá Üðåéñç áêïëïõèßá áðï áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ðåðåñáóìÝíùí äéá-
ôáêôéêþí, åíþ ç äåýôåñç åßíáé ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ðïõ êáôáëÞãåé óôï ìïíïóýíïëï
1.

ÐáñÜäåéãìá 4.13 Óôï ÐáñÜäåéãìá 3.9 ï ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò
óôçí êáôçãïñßá Set åßíáé ï Φ(X) = X × A, üðïõ A Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï.

Ôï áíôßóôïé÷ï åðßðåäï ìüäéï åßíáé

M(a; b) ∼= Set(b;Φ(a)) ∼= Set(b; a× A) ∼= Set(b; a)× Set(b; A)

ãéá a; b ðåðåñáóìÝíïõò äéáôáêôéêïýò.
Áñá, Ýíá M -óýìðëåãìá

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a0

èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ
a0

m1−→ a1
m2−→ a2

m3−→ : : :

ìáæß ìå ìéá áêïëïõèßá óôïé÷åßùí xi ; i ≥ 0 ôá ïðïßá åêöñÜæïõí ôéò \ôéìÝò" ôïõ óõíüëïõ
A óå \÷ñüíï" ai.

1

ÐáñÜäåéãìá 4.14 Èåùñïýìå ôþñá ôïí ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï åíäïóõíáñôçôÞ Φ :
Set −→ Set, ìå

Φ(X) = X ×X + A

ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï A.

Ôï åðßðåäï ìüäéï M ó'áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç Ý÷åé ôéìÝò

M(a; b) = Set(b; a× a) + Set(b; A)

üðïõ a, b ðåðåñáóìÝíïé äéáôáêôéêïß.

Åíá M -óýìðëåãìá

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a0

1Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá äïýìå üôé ôá óõìðëÝãìáôá áõôÞò ôçò ìïñöÞò ðáßæïõí óçìáíôéêü ñüëï óôçí
êáôáóêåõÞ ôçò óõí-åëåýèåñçò óõíÜëãåâñáò (cofree coalgebra).
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ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß óáí Ýíá \äõáäéêü äÝíôñï (binary tree)" áðü áðåéêïíßóåéò, ôçò
ìïñöÞò:

: : :
a2

m000
3 44iiiiii

m001
3

**UUUUUU
: : :

a1

m00
2
99ssssss

m01
2
%%K

KKKKK
: : :

a2

m010
3 44iiiiii

m011
3

**UUUUUU
: : :

a0

m0
1

BB����������

m1
1

��8
88

88
88

88
8

: : :
a2

m100
3 44iiiiii

m101
3

**UUUUUU
: : :

a1

m10
2
99ssssss

m11
2
%%K

KKKKK
: : :

a2

m110
3 44iiiiii

m111
3

**UUUUUU
: : :

üðïõ êÜèå êëÜäïò åßíáé åßôå Üðåéñïò Þ ôåñìáôßæåé ó'Ýíá ãåíéêåõìÝíï óôïé÷åßï ôïõ A.

4.2.B ÊáôáóêåõÞ ôçò ÔåëéêÞò ÓõíÜëãåâñáò óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åêèÝóáìå ôï âáóéêü åñãáëåßï ôçò ìåèüäïõ ìáò ãéá ôçí
êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò. Ôçí êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí

Complex(M)

üðïõ M åðßðåäï ìüäéï.
Óôï õðüëïéðï ôïõ êåöáëáßïõ èá äïýìå ðþò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí êáôçãïñßá áõôÞ
óôçí êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, êáèþò êáé ðïéÝò óõíèÞêåò ðñÝðåé íá ðëçñåß.

Èåùñïýìå ìéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K êáé Ýíá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï
åíäïóõíáñôçôÞ Φ : K −→ K . Óõìâïëßæïõìå ìå

CoalgΦ

ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíáëãåâñþí ãéá ôïí óõãêåêñéìÝíï åíäïóõíáñôçôÞ (âëÝðå Ïñéóìü
3.6), ç ïðïßá èÝëïõìå íá Ý÷åé ôåëéêü áíôéêåßìåíï.

Áðü ôéò ÐñïôÜóåéò 2.29 êáé 4.6 ðáßñíïõìå ôïí éóïäýíáìï åíäïóõíáñôçôÞ

Φ ∼= M ⊗− : Flat(A ; Set) −→ Flat(A ; Set)

ãéá Ýíá åðßðåäï ìüäéï M .
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Ôüôå ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá (T; �), áí õðÜñ÷åé, èá Ý÷åé öïñÝá Ýíá åðßðåäï óõíáñôçôÞ

T : A −→ Set

êáé äïìÞ óõíÜëãåâñáò
� : T −→M ⊗ T

×ñçóéìïðïéþíôáò ôþñá ôçí êáôçãïñßá Complex(M), ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ T íá åßíáé
ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò(

Complex(M)
)op pr

op

0 // A op Y // [A ; Set]

üðïõ ï óõíáñôçôÞò pr0 áðåéêïíßæåé Ýíá óýìðëåãìá : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a0 óôçí \êå-

öáëÞ ôïõ", a0.

ÄçëáäÞ, ï T åßíáé óõíüñéï áíáðáñáóôÜóéìùí A (ai0;−) ìå ai0 íá åßíáé \êåöáëÝò" óõ-
ìðëåãìÜôùí ôçò Complex(M).

ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò

¼ðùò áíáöÝñáìå óôçí åéóáãùãÞ áõôÞò ôçò õðïåíüôçôáò ï óõíáñôçôÞò T , ï ïðïßïò
åßíáé óõíüñéï áíáðáñáóôÜóéìùí, ðñÝðåé íá åßíáé åðßðåäïò. ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá åîáóöá-
ëßóïõìå ôçí ýðáñîç ôïõ óõíïñßïõ óôçí K , ðñÜãìá ðïõ äåí ðñïêýðôåé Üìåóá ïôáí ç K
äåí åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç (ô.ð.ð). Óôçí ðåñßðôùóç ìáò ç êáôçãïñßá
K åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ ïðüôå ôï óõíüñéï ðñÝðåé íá åßíáé öéëôñáñéóìÝíï, ôï ïðïßï
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí óõíèÞêç ðïõ áíáöÝñåé üôé ç êáôçãïñßá ðïõ ðáñáìåôñéêïðïéåß ôï
óõíüñéï, äçë. ç Complex(M), íá åßíáé óõíöéëôñáñéóìÝíç. Êáëïýìå ôçí óõíèÞêç áõôÞ
ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò (Ó.É.Å).

Áíáëýïíôáò ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò êáôáëÞãïõìå óôéò áêüëïõèåò ôñåßò
óõíèÞêåò:

1. H êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé ìç-êåíÞ.

2. Ãéá êÜèå æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí (a•;m•), (a′•;m
′
•) ôçò Complex(M) õðÜñ÷åé êþíïò

(a•;m•)

(b•; n•)

(f•) 55jjjjjj

(f ′•)
))TTTTTT

(a′•;m
′
•)

óôçí Complex(M).
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3. Ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí ôçò ìïñöÞò

(a•;m•)
(u•) //

(v•)
// (a

′
•;m

′
•)

óôçí Complex(M) õðÜñ÷åé êþíïò

(b•; n•)
(f•) // (a•;m•)

(u•) //

(v•)
// (a

′
•;m

′
•)

óôçí Complex(M).

Ðáñáôçñüõìå åäþ üôé ç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò áðáéôåß ç êáôçãïñßá Complex(M)
íá åßíáé ìç-êåíÞ, áõôü äåí áðïôåëåß ðåñéïñéóìü üðùò ðñïêýðôåé áðü ôï áêüëïõèï ËÞììá.

ËÞììá 4.15 Áí õðÜñ÷åé óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞM⊗− ç êáôçãïñßá Complex(M)
åßíáé ìç-êåíÞ.

Áðüäåéîç: Åóôù e : X −→M ⊗X ìéá óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M ⊗−. Ï
óõíáñôçôÞò X ðñÝðåé íá åßíáé åðßðåäïò, Üñá õðÜñ÷åé Ýíá óôïé÷åßï x0 ∈ Xa0. Èåùñïýìå
ôþñá ôï óôïé÷åßï ea0(x0) ∈ (M ⊗X)(a0). Åöüóïí

(M ⊗X)(a0) =

∫ a

M(a; a0)×Xa

ðñïêýðôïõí ôá óôïé÷åßá a1, m1 ∈M(a1; a0) êáé x1 ∈ Xa1 ôÝôïéá þóôå ôï óôïé÷åßï ea0(x0)
íá áíáðáñßóôáôáé áðü ôï æåõãÜñé (m1; x1). Åßíáé ðñïöáíÝò üôé óõíå÷ßæïíôáò ì'áõôüí ôïí
ôñüðï ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýìðëåãìá.

Ïñéóìüò 4.16 Åíá óýìðëåãìá (a•;m•) ìáæß ìå ìéá áêïëïõèßá óôïé÷åßùí (xn), ç ïðïßá
êáôáóêåõÜæåôáé üðùò óôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ËÞììáôïò, êáëåßôáé e-åðßëõóç
(e-resolution) ôïõ x0 ∈ Xa0. Ï ïñéóìüò áõôüò ïöåßëåôáé óôïí Tom Leinster (âë., [Le]).

Óçìåßùóç 4.17 Ç êáôáóêåõÞ ôçò e-åðßëõóçò õðïäçëþíåé üôé ìéá óõíÜëãåâñá e : X −→
M ⊗X ìðïñåß íá éäùèåß ùò Ýíá óýóôçìá áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí (recursive equations)
ïé ïðïßåò \ìåôáâÜëëïíôáé óôï ÷ñïíï". Óå \÷ñüíï" a0 ôï óýóôçìá ôùí áíáäñïìéêþí
åîéóþóåùí Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

x0 ≡ m1 ⊗ x1

x1 ≡ m2 ⊗ x2

...
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üðïõ ôá (xn) êáé (a•;m•) ïñßæïõí ôçí e-åðßëõóç ôïõ x0 ∈ Xa0. Óôçí ðáñáðÜíù ðåñéãñáöÞ
ôïõ óõóôÞìáôïò áíáäñïìéêþí åîéóþóåùí ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï ôáíõóôéêü óýìâïëï ãéá íá
äçëþóïõìå, ð.÷, ìå m1 ⊗ x1 ôçí êëÜóç ôïõ óôïé÷åßï [(m1; x1)] ôïõ

∫ a
M(a; a0)×Xa.

ÖõóéêÜ, êÜèå \÷ñïíéêÞ åîÝëéîç" f : a0 −→ a′0 ìáò ðáñÝ÷åé áíôßóôïé÷á Ýíá íÝï
óõìâáôü óýóôçìá åðáíáëçðôéêþí åîéóþóåùí, ðïõ îåêéíÜåé ìå ôï óôïé÷åßï x′0 = Xf(x0) ∈
Xa′0.

Õðüèåóç 4.18 Áðï äù êáé óôï åîÞò õðïèÝôïõìå üôé ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé
ìç-êåíÞ.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç êáôçãïñßá A Ý÷åé ðåðåñáóìÝíá üñéá, áðïäåéêíýåôáé ó÷åôéêÜ
åýêïëá üôé ç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò éó÷ýåé.

Ðñüôáóç 4.19 Åóôù üôé ç êáôçãïñßá A Ý÷åé (ìç-êåíÜ) ðåðåñáóìÝíá üñéá, ôüôå ç êá-
ôçãïñßá Complex(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.

Áðüäåéîç: Ëüãù ôçò Õðüèåóçò 4.18 ôï êåíü äéÜãñáììá óôçí Complex(M) Ý÷åé êþíï.
Åóôù ôõ÷áßï äéÜãñáììá

D : D −→ Complex(M)

ìå D ðåðåñáóìÝíï. Áò õðïèÝóïõìå üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò

Dd

D�

��

=

: : : �
md

3 // ad2

�2
��

�
md

2 // ad1

�1
��

�
md

1 // ad0

�0
��

Dd′
: : : �

md′
3

// ad
′

2
�

md′
2

// ad
′

1
�

md′
1

// ad
′

0

Ðáñáôçñïýìå üôé, ãéá êÜèå n ≥ 0, ç n-ïóôÞ óõíôåôáãìÝíç ôïõ äéáãñÜììáôïò åßíáé Ýíá
äéÜãñáììá ôçò ßäéáò ìïñöÞò óôçí A . Ïìùò ç êáôçãïñßá A Ý÷åé ðåðåñáóìÝíá üñéá, ïðüôå
äçëþíïõìå, ãéá êÜèå n ≥ 0, ìå

cdn : an −→ adn

ôï üñéï ôçò n-ïóôÞò óõíôåôáãìÝíçò ôïõ äéáãñÜììáôïò.

Ãéá êÜèå n ≥ 0, ïñßæïõìå ôï óôïé÷åßï mn+1 ∈M(an+1; an) ùò åîÞò: Åöüóïí éó÷ýåé ï
éóïìïñöéóìüò

M(an+1; an) ∼= lim
d
M(an+1; a

d
n)
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õðÜñ÷åé ìïíáäéêü \óðáóìÝíï âÝëïò" mn+1 ôÝôïéï þóôå ôï äéÜãñáììá

an+1 �
mn+1 //

cdn+1
��

an

cdn
��

adn+1 �
md
n+1

// adn

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

Ôï óýìðëåãìá (a•;m•) ðïõ ïñßæåôáé ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï åýêïëá åðáëçèåýåôáé üôé
åßíáé ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò D : D −→ Complex(M).

Åñ÷üìáóôå ôþñá óôï êýñéï èåþñçìá ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý, ç áðüäåéîç ôïõ ïðïßïõ åßíáé
ìéá ôñïðïðïßçóç ôçò áðüäåéîçò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.11 ôïõ [Le]. Ï ëüãïò åßíáé üôé ï ïñéóìüò
ðïõ äþóáìå ãéá ôïí öïñÝá ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò (ùò Ýíá óõãêåêñéìÝíï óõíüñéï)
óõìðßðôåé ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ïñéóìü ôïõ Tom Leinster (åíüò óõíüëïõ áðïôåëïýìåíïõ áðü
ôéò êáôÜ óçìåßï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ äéáãñÜììáôïò). 2

Èåþñçìá 4.20 Áí õðïèÝóïõìå üôé ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí, Complex(M), éêá-
íïðïéåß ôç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò, ôüôå ï åíäïóõíáñôçôÞò M ⊗ − äÝ÷åôáé
ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá.

Áðüäåéîç: Ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ T : A −→ Set íá åßíáé ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììá-
ôïò (

Complex(M)
)op pr

op

0 // A op Y // [A ; Set] (4.11)

Áðü ôç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò ï T åßíáé åðßðåäïò óõíáñôçôÞò, äçë. öéëôñáñé-
óìÝíï óõíüñéï áíáðáñáóôÜóéìùí.

¸íá óôïé÷åßï x ôïõ T (a) åßíáé ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò [f : ai0 → a], ãéá êÜðïéï i,
üðïõ ôï ai0 äéáôñÝ÷åé ôï óýíïëï ôùí \êåöáëþí" ôùí óõìðëåãìÜôùí ôçò Complex(M). Ôï
óôïé÷åßï áõôü ìðïñåß åðßóçò íá áíáðáñáóôáèåß ùò ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò áðïôåëïýìåíç
áðü óõìðëÝãìáôá ôçò ìïñöÞò:

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m //

�
m1

$$
a0

f
// a ]

2Ï Tom Leinster áðïäåéêíýåé ôçí ôåëéêüôçôá, óå ó÷Ýóç ìå êáôÜ óõíôåôáãìÝíç (componentwise)
åðßðåäïõò óõíáñôçôÝò, äåß÷íïíôáò üôé ç äïìÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò åßíáé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò. Óôï
äéêü ìáò ðëáßóéï ïé óõíáñôçôÝò åßíáé ãåíéêüôåñá åðßðåäïé, åðïìÝíùò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï
Èåþñçìá 5.11 ôïõ [Le].
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Äýï ôÝôïéåò êëÜóåéò éóïýíôáé

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ] = [ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a ]

áí õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá ôï ïðïßï íá êáôáëÞãåé óôï a, þóôå ôï áêüëïõèï äéÜ-
ãñáììá íá áíôéìåôáôßèåôáé.

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a

: : : �
n3 // b2 �

n2 //

f2

>>||||||||

g2
  @

@@
@@

@@
@ b1 �

n1 //

f1

>>}}}}}}}}

g1
��?

??
??

??
a

id

??��������

id
��=

==
==

==
==

: : : �
m′

3

// a′2 �
m′

2

// a′1 �
m′

1

// a

ÃåíéêÜ, äýï ôÝôïéåò êëÜóåéò éóïýíôáé áí õðÜñ÷åé Ýíá æéãê-æáãê áðïôåëïýìåíï áðü
ìïñöéóìïýò óõìðëåãìÜôùí üðïõ ç ìçäåíéêÞ óõíéóôþóá åßíáé ï ôáõôüôéêüò ìïñöéóìüò
åðß ôïõ a. Áðü ôç óôéãìÞ üìùò ðïõ ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç,
ìðïñïýìå íá ìåéþóïõìå ôï ìÞêïò ôïõ æéãê-æáãê óå ìÞêïò 1.

� Ç äñÜóç ôïõ T óôïí ìïñöéóìü h : a→ a′ äßíåôáé ùò åîÞò:

T (h) : T (a) −→ T (a′)

áðåéêïíßæåé ôçí êëÜóç

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]

óôçí êëÜóç

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a h // a′ ]

� T åßíáé ï öïñÝáò ìéáò Φ−óõíÜëãåâñáò � : T →M ⊗ T .
Ïñßæïõìå ôçí äïìÞ óõíÜëãåâñáò � êáôÜ óçìåßï. Ãéá êÜèå a ∈ A

�a : T (a) −→ (M ⊗ T )(a) =

∫ a′

M(a′; a)× T (a′)

åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ðïõ óôÝëíåé ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]

84



4.2. ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò 85

óôï óôïé÷åßï

[ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]]

ôïõ coend.

Ï �a åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò: ¸óôù,

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ] = [ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a ]

äçë. õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá (b•; n•) ðïõ êáôáëÞãåé óôï a Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a

: : : �
n3 // b2 �

n2 //

f2

>>||||||||

g2
  @

@@
@@

@@
@ b1 �

n1 //

f1

>>}}}}}}}}

g1
��?

??
??

??
a

id

??��������

id
��=

==
==

==
==

: : : �
m′

3

// a′2 �
m′

2

// a′1 �
m′

1

// a

(4.12)

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

Èá áðïäåßîïõìå üôé,

�a([ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]) = �a([ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a ])

äçë.

[ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]] = [ a′1 �

m′
1 // a ; [ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 ]] (4.13)

Áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò (4.12) ðñïêýðôåé:

• Ôï êÜôùèé äéÜãñáììá áíôéìåôáôßèåôáé

b1
f1

����
��

��
�� g1

��?
??

??
??

a1

q@
@@

@

m1
  @

@@
@

a′1
0~~

~~

m′
1~~~~

~~

a
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• Tf1([ : : : �
n3 // b2 �

n2 // b1 ]) = [ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 ]

• Tg1([ : : : �
n3 // b2 �

n2 // b1 ]) = [ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 ]

Ïðüôå ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 3.2 ôïõ [Le], êáôáëÞãïõìå óôçí éóüôçôá (4.13).

� Öõóéêüôçôá ôïõ � :
Ðáßñíïíôáò Ýíá ôõ÷áßï ìïñöéóìü h : a −→ b ôçò A èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá:

T (a)
�a //

T (h)

��

∫ a′
M(a′; a)× T (a′)

(M⊗T )(h)

��

T (b) �b
//
∫ a′

M(a′; b)× T (a′)

ÐñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõìå ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù äéáãñÜììáôïò åðéëÝ-
ãïõìå Ýíá óôïé÷åßï

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ] ôïõ T (a)

Ï \Üíù äñüìïò" óôÝëíåé:

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]

�a7−→ [ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]]

(M⊗T )(h)7−→ [ a1 �
m1 // a h // b ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]].

Ï \êÜôù äñüìïò" óôÝëíåé:

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]

T (h)7−→ [ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a h // b ]

�b7−→ [ a1 �
m1 // a h // b ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]]:

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï \äñüìïé" óôÝëíïõí ôï ôõ÷áßï óôïé÷åßï ðïõ åðéëÝîáìå óôï ßäéï
óôïé÷åßï, Üñá ôï äéÜãñáììá áíôéìåôáôßèåôáé.

� (T; �) åßíáé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá:
Åóôù (X; e) ìéá ôõ÷áßá óõíÜëãåâñá. Èá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò
óõíáëãåâñþí

e† : (X; e) −→ (T; �)
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Õðáñîç ôïõ ìïñöéóìïý: Èá ïñßóïõìå ôïí ìïñöéóìü e† êáôá óçìåßï.
ÄïèÝíôïò åíüò a ∈ A êáé x ∈ X(a), ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï resolution

( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; x1 ∈ X(a1) ; x2 ∈ X(a2) ; : : : (4.14)

(âë. ËÞììá 4.15 êáé Ïñéóìü 4.16).

Ïñßæïõìå

e†a(x) := [ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ] ∈ T (a)

Óçìåßùóç 4.21 Éó÷õñéæüìáóôå üôé ï ïñéóìüò ôïõ e† åßíáé áíåîÜñôçôïò ôçò åðéëïãÞò
ôïõ resolution.

Áðüäåéîç: Áí ôï óôïé÷åßï x Ý÷åé äýï resolutions

( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; x1 ∈ X(a1) ; x2 ∈ X(a2) ; : : :

êáé

( : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; x′1 ∈ X(a′1) ; x
′
2 ∈ X(a′2) ; : : :

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï ËÞììá 5.9 ôïõ [Le] ðñïêýðôåé ôï resolution

( : : : �
n3 // b2 �

n2 // b1 �
n1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; y1 ∈ X(a1) ; y2 ∈ X(a2) ; : : :

Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a

: : : �
n3 // b2 �

n2 //

f2

>>||||||||

g2
  @

@@
@@

@@
@ b1 �

n1 //

f1

>>}}}}}}}}

g1
��?

??
??

??
a

id

??��������

id
��=

==
==

==
==

: : : �
m′

3

// a′2 �
m′

2

// a′1 �
m′

1

// a

íá áíôéìåôáôßèåôáé.
ÅðïìÝíùò óõìðåñáßíïõìå üôé

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ] = [ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a ]
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Öõóéêüôçôá ôïõ e†: Áí h : a −→ a′ åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò ôçò A êáé x Ýíá óôïé÷åßï ôïõ
X(a), ôï äéÜãñáììá

X(a)
e
†
a //

X(h)

��

T (a)

T (h)

��

X(a′)
e
†
a′

// T (a′)

áíôéìåôáôßèåôáé.
ÅðéëÝãïõìå Ýíá resolution (4.14) ôïõ x, ôüôå:

T (h)(e†a(x)) = T (h)([ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]) = [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 �

m1 // a h // a′ ]

e†a′(X(h(x))) = [ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a′ ]

¼ðïõ ôï óýìðëåãìá ( : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a′ ) ìáæß ìå ôá óôïé÷åßá X(h(x)) = y ∈
X(a′) ; y1 ∈ X(a′1) ; y2 ∈ X(a′2), áðïôåëïýí resolution ôïõ óôïé÷åßïõ X(h(x)) ∈ X(a′).

Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé ôï óýìðëåãìá ( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
h@m1 // a′ ) ìå X(h(x)) ∈ X(a′); x1 ∈

X(a1) ; x2 ∈ X(a2) ; : : : åßíáé åðßóçò resolution ôïõ X(h(x)).

Áñá, áí åöáñìüóïõìå ôï ËÞììá 5.9 ([Le]) ðñïêýðôåé:

[ : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a h // a′ ] = [ : : : �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a′ ]

e† åßíáé ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí: Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá a ∈ A êáé x ∈ X(a) ôï
äéÜãñáììá

X(a)
ea //

e
†
a

��

(M ⊗X)(a)

M⊗e†a

��

T (a) �a
// (M ⊗ T )(a)

áíôéìåôáôßèåôáé, äçë.
(M ⊗ e†a)(ea(x)) = �a(e

†
a(x))
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ÅðéëÝãïõìå Ýíá resolution (4.14) ôïõ x

( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; x1 ∈ X(a1) ; x2 ∈ X(a2) ; : : :

êáé êáôáëÞãïõìå óôï æçôïýìåíï,

(M ⊗ e†a)(ea(x)) = (M ⊗ e†a)([ a1 �
m1 // a ; x1 ∈ X(a1)])

= [ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m3 // a2 �
m2 // a1 ]]

= �a([( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ])

= �a(e
†
a(x))

Ìïíáäéêüôçôá ôïõ ìïñöéóìïý: ¸óôù � : (X; e) −→ (T; �) Ýíáò Üëëïò ìïñöéóìüò
óõíáëãåâñþí. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ìïíáäéêüôçôá áñêåß ãéá êÜèå a ∈ A êáé x ∈ X(a)
íá éó÷ýåé:

e†a(x) = �a(x)

ÕðïèÝôïõìå üôé

�a(x) = [ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ]

Áí ( : : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ) ìå x ∈ X(a) ; x1 ∈ X(a1) ; x2 ∈ X(a2) ; : : : åßíáé Ýíá

resolution ôïõ x ∈ X(a), áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò

X(a)
ea //

�a

��

(M ⊗X)(a)

M⊗�a

��

T (a) �a
// (M ⊗ T )(a)

Ý÷ïõìå

(M ⊗ �a)(ea(x)) = �a(�a(x))

üðïõ,

(M ⊗ �a)(ea(x)) = (M ⊗ �a)( a1 �
m1 // a ; x1 ∈ X(a1)

= [ a1 �
m1 // a ; �a1(x1) ∈ T (a1)]
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êáé

�a(�a(x)) = �a([ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ])

= [ a′1 �
m′

1 // a ; [ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 ]]

Áðï ôï ËÞììá 3.2 ([Le]) ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá

c1
f1

��~~
~~

~~
~~ g1

��@
@@

@@
@@

@

a1

rA
AA

A

m1
  A

AA
A

a′1
0~~

~~

m′
1~~~~

~~

a

ìáæß ì'Ýíá óôïé÷åßï z1 = [ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
n2 // c1 ] ∈ T (c1), ôÝôïéï þóôå:

m1@f1 = m′
1@g1

T (f1)(z1) = �a1(x1) = [ : : : �
m1

4 // a1
3 �

m1
3 // a1

2 �
m1

2 // a1 ]

T (g1)(z1) = [ : : : �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 ]

Áðü ôéò ôåëåõôáßåò äýï éóüôçôåò óõìðåñáßíïõìå

[ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
f1@n2 // a1 ] = [ : : : �

m1
4 // a1

3 �
m1

3 // a1
2 �

m1
2 // a1 ] (4.15)

êáé

[ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
g1@n2 // a′1 ] = [ : : : �

m′
4 // a′3 �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 ] (4.16)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éóüôçôá (4.15), ðáñáôçñïýìå üôé éó÷ýåé ç éóüôçôá:

[ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
f1@n2 // a1 �

m1 // a ] = [ : : : �
m1

4 // a1
3 �

m1
3 // a1

2 �
m1

2 // a1 �
m1 // a ]

äéüôé õðÜñ÷åé ðÜíôá Ýíá åíäéÜìåóï óýìðëåãìá ôçò ìïñöÞò

: : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
f1@n2 // a1 �

m1 // a

: : : �
n4 // b3 �

n3 //

h3

>>||||||||

t3 ��@
@@

@@
@@

@ b2 �
n2 //

h2

>>}}}}}}}}

t2 ��?
??

??
??

?
a1 �

m1 //

id

>>}}}}}}}}

id
��?

??
??

??
??

a

id

??��������

id
��=

==
==

==
==

: : : �
m1

4

// a1
3 �

m1
3

// a1
2 �

m1
2

// a1 �
m1

// a
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×ñçóéìïðïéþíôáò óôçí óõíÝ÷åéá ôçí éóüôçôá, m1@f1 = m′
1@g1 Ý÷ïõìå

[ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
f1@n2 // a1 �

m1 // a ] = [ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
n2 // c1 �

m′
1@g1
// a ]

ÊÜíïíôáò ôá ßäéá ãéá ôçí éóüôçôá (4.16), ðñïêýðôåé

[ : : : �
n4 // c3 �

n3 // c2 �
n2 // c1 �

m′
1@g1
// a ] = [ : : : �

m′
4 // a′3 �

m′
3 // a′2 �

m′
2 // a′1 �

m′
1 // a ]

Áðï ôéò ôåëåõôáßåò äýï éóüôçôåò óõìðåñáßíïõìå:

[ : : : �
m′

4 // a′3 �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ] = [ : : : �
m1

4 // a1
3 �

m1
3 // a1

2 �
m1

2 // a1 �
m1 // a ]

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôï óôïé÷åßï x1 ∈ X(a1) ðñïêýðôåé:

[ : : : �
m1

4 // a1
3 �

m1
3 // a1

2 �
m1

2 // a1 �
m1 // a ] = [ : : : �

m2
4 // a2

3 �
m2

3 // a2 �
m2 // a1 �

m1 // a ]

äçë.

[ : : : �
m′

4 // a′3 �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ] = [ : : : �
m2

4 // a2
3 �

m2
3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a ]

ÔåëéêÜ, áí óõíå÷ßóïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ðñïêýðôåé ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá

[ : : : �
m′

4 // a′3 �
m′

3 // a′2 �
m′

2 // a′1 �
m′

1 // a ] = [ : : : �
m4 // a3 �

m3 // a2 �
m2 // a1 �

m1 // a ]

äçë,
�a(x) = e†a(x)

ìå ôï ïðïßï ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç.

Óôçí Åíüôçôá 4.1 êáôáóêåõÜóáìå ôçí ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñé-
ìÝíïõò åíäïóõíáñôçôÝò óå ìéá ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá, ÷ùñßò üìùò
íá áðáéôïýìå ç êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí íá ðëçñåß ïðïéáäÞðïôå óõíèÞêç. Ï ëü-
ãïò åßíáé üôé ïé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò êáôçãïñßåò Ý÷ïõí åðéðëÝïí éäéüôçôåò
áðü ôéò ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìåò. Åßíáé ëïéðüí åýëïãï íá áíáñùôçèïýìå êáôÜ ðüóï
ôï êåíôñéêü èåþñçìá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åöáñìüæåôáé üôáí ç êáôçãïñßá åßíáé ôïðéêÜ
ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç.
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Ðüñéóìá 4.22 ÊÜèå ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò óå ìéá ôïðéêÜ ðåðå-
ñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç (ô.ð.ð) êáôçãïñßá äÝ÷åôáé ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá.

Áðüäåéîç: Èõìßæïõìå üôé ìéá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá K ∼= Flat(A ; Set)
åßíáé ô.ð.ð, áí ç êáôçãïñßá A Ý÷åé üëá ôá ðåðåñáóìÝíá üñéá.
ÐñïêåéìÝíïõ íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá ìáò ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ç êáôçãïñßá ôùí
óõìðëåãìÜôùí Complex(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç:
Ç ìç êåíüôçôá ôçò Complex(M) ðñïêýðôåé áðü ôï ËÞììá 4.15. Åöüóïí ç êáôçãïñßá K
åßíáé ô.ð.ð, äçë. K ∼= Lex(A ; Set), ãíùñßæïõìå üôé Ý÷åé áñ÷éêü áíôéêåßìåíï, ôï ïðïßï
óõìâïëßæïõìå ⊥. ÊáôÜ óõíÝðåéá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ! : ⊥ −→M⊗⊥ ï ïðïßïò
åðßóçò åßíáé óõíÜëãåâñá.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí Ðñüôáóç 4.19, ðñïêýðôåé üôé ç êáôçãïñßá Complex(M) Ý÷åé êþ-
íïõò ãéá êÜèå ìç-êåíü ðåðåñáóìÝíï äéÜãñáììá, äçë. åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.

Óôï ôÝëïò áõôÞò ôçò åíüôçôáò, èá \äïêéìÜóïõìå" ôçí ïñèüôçôá ôïõ èåùñÞìáôïò ìáò óå
ìéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá, ðïõ äåí åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç, ãéá
ôçí ïðïßá ãíùñßæïõìå üôé äÝ÷åôáé ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï
åíäïóõíáñôçôÞ. Èá áðïäåßîïõìå üôé ç ðåñéãñáöÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò áíôéóôïé÷åß
óôçí ðåñéãñáöÞ ðïõ äßíïõìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.20.

ÐáñÜäåéãìá 4.23 Å÷åé áðïäåé÷èåß áðü ôïí Peter Freyd [F] ç ýðáñîç åíüò ðåðåñáóìÝíá
ðñïóäéïñéìÝíïõ åíäïóõíáñôçôÞ Φ óôçí êáôçãïñßá Pos0;1, ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ôïõ ïðïßïõ
Ý÷åé öïñÝá ôï ìïíáäéáßï äéÜóôçìá [0; 1].

Ïñéóìüò 4.24 Ìå Pos0;1 óõìâïëßæïõìå ôçí åîÞò êáôçãïñßá:

1. Áíôéêåßìåíá, åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá (posets) ôá ïðïßá Ý÷ïõí äéáêñéôÜ
Üêñá, äçëáäÞ äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò ìÝãéóôï êáé åëÜ÷éóôï óôïé÷åßï.

2. Ìïñöéóìïß, åßíáé ìïíüôïíåò áðåéêïíßóåéò ïé ïðïßåò äéáôçñïýí ôá Üêñá.

Ç êáôçãïñßá Pos0;1 åßíáé ìéá Scott ðëÞñçò (Scott complete) êáôçãïñßá, ìå ôçí Ýííïéá ðïõ
ôçí Ý÷åé ïñßóåé ï Ji�r�� Ad�amek [A2]: åßíáé ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáé êÜèå ìéêñü äéÜãñáììá
óôçí Pos0;1 ðïõ Ý÷åé óõí-êþíï, Ý÷åé óõíüñéï.

92



4.2. ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò 93

Ðáñüëáõôá, ç Pos0;1 äåí åßíáé ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç, óôåñåßôáé ôåëéêïý
áíôéêåéìÝíïõ. Ôá ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá áíôéêåßìåíá ôçò åßíáé ôá ðåðåñáóìÝíá ìåñé-
êþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá ìå äéáêñéôÜ Üêñá.

Ï óõíáñôçôÞò Φ : Pos0;1 −→ Pos0;1 áðåéêïíßæåé ôï áíôéêåßìåíï X óôï \óõíèëéìÝíï"
óõí-ãéíüìåíï (smash coproduct)

X ∨X
ôïõ X ìå ôïí åáõôü ôïõ, ôï ïðïßï ïñßæåôáé ùò åîÞò: ôïðïèåôïýìå ôï Ýíá áíôßãñáöï ôïõ
X ðÜíù óôï Üëëï êáé ôá óõãêïëëïýìå ôáõôßæïíôáò ôï Üíù Üêñï ôïõ åíüò ìå ôï êÜôù
Üêñï ôïõ Üëëïõ. Ìå Üëëá ëüãéá ôï X ∨X åßíáé Ýíá õðü-poset ôïõ X ×X, ìå óôïé÷åßá
æåõãÜñéá ôçò ìïñöÞò (x; 0) Þ (1; y). Ôá æåõãÜñéá (x; 0) ôá ôïðïèåôïýìå óôçí áñéóôåñÞ
êüðéá ôïõ X Ýíù ôá æåõãÜñéá ôçò ìïñöÞò (1; y) óôçí äåîéÜ.

ÅðéëÝãïíôáò ìéá ïðïéáäÞðïôå óõíÜëãåâñá e : X −→ X ∨ X êáé Ýíá áíôéêåßìåíï
x ∈ X, ìðïñïýìå íá ðáñÜîïõìå, ôïõëÜ÷éóôïí ìßá, Üðåéñç áêïëïõèßá

x1x2x3 : : :

áðïôåëïýìåíç áðü 0 êáé 1 ùò åîÞò: Äßíïõìå ôçí ôéìÞ x1 = 0 áí ôï óôïé÷åßï e(x) âñßóêåôáé
óôçí áñéóôåñÞ êüðéá ôïõ X êáé ôçí ôéìÞ x1 = 1 áí âñßóêåôáé óôç äåîéÜ. Óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ ôï óôïé÷åßï e(x) åßíáé ôï óçìåßï óõãêüëëçóçò åðéëÝãïõìå áõèáßñåôá ôçí ôéìÞ 0 Þ 1.
Óôçí óõíÝ÷åéá, èåùñþíôáò ôï e(x) óôïé÷åßï ôïõ X åöáñìüæïõìå îáíÜ ôï e, äçë. e(e(x)),
ïðüôå ðáñÜãïõìå ôï óôïé÷Ýéï x2 ôï ïðïßï ïìïßùò Ý÷åé ôçí ôéìÞ 0 Þ 1 áíÜëïãá óå ðïéÜ êüðéá
ôïõ X âñßóêåôáé. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ðáñÜãïõìå üëç ôçí áêïëïõèßá.

Ì'áõôü ôïí ôñüðï, èÝôïíôáò e†(x) := 0:x1x2x3 : : :, ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç e† : X −→
[0; 1]. O P. Freyd áðÝäåéîå óôï äéêü ôïõ ðëáßóéï üôé ç óõíÜëãåâñá

t : [0; 1] −→ [0; 1] ∨ [0; 1]

ìå t(x) = (2x; 0) üôáí 0 ≤ x ≤ 1=2 êáé t(x) = (1; 2x − 1) äéáöïñåôéêÜ, åßíáé ç ôåëéêÞ
óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ Φ.

Óôçí ðñïóðÜèåéá ìáò íá ìåôáöåñèïýìå áðü ôï ðëáßóéï åñãáóßáò ôïõ P. Freyd óôï
äéêü ìáò, èá äåßîïõìå ðñþôá üôé ôï åðßðåäï ìüäéï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí åíäïóõíáñôçôÞ Φ
éêáíïðïéåß ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò.

Õðåíèõìßæïõìå üôé ôï ìüäéï M ïñßæåôáé ùò åîÞò:

M(a; b) = Pos0;1(b; a ∨ a)

üðïõ ôá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá a, b åßíáé ðåðåñáóìÝíá ìå äéáêñéôÜ Üêñá.

Åíá óýìðëåãìá (a•;m•) åßíáé åðïìÝíùò ç áëõóßäá

m1 : a0 −→ a1 ∨ a1; m2 : a1 −→ a2 ∨ a2; : : : ; mi : ai −→ ai+1 ∨ ai+1; : : :
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áðï ìïñöéóìïýò ôçò Pos0;1.

Ôüôå,

1. ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé ìç-êåíÞ.

Ãéá ai = 2, ãéá êÜèå i ≥ 0, ïñßæåôáé ôï óýìðëåãìá óôçí Pos0;1 üðïõ mi : ai −→
ai+1 ∨ ai+1 åßíáé ï ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ðïõ áðåéêïíßæåé ôá Üêñá óôá Üêñá.

2. ç êáôçãïñßá Complex(M) Ý÷åé êþíï ãéá äéáêñéôÜ äéáãñÜìáôá ìå äýï óôïé÷åßá.

ÄïèÝíôùí äýï óõìðëåãìÜôùí (a•;m•) êáé (a′•;m
′
•) Ý÷ïõìå ôéò áëõóßäåò

m1 : a0 −→ a1 ∨ a1; m2 : a1 −→ a2 ∨ a2; : : : ; mi : ai −→ ai+1 ∨ ai+1; : : :

êáé

m′
1 : a′0 −→ a′1 ∨ a′1; m′

2 : a′1 −→ a′2 ∨ a′2; : : : ; m′
i : a′i −→ a′i+1 ∨ a′i+1; : : :

¼ìùò êÜèå æåõãÜñé ai, a
′
i Ý÷åé óõí-êþíï óôçí (Pos0;1)fp , ïðüôå êÜèå ai, a

′
i Ý÷åé óõí-

ãéíüìåíï ai+a′i óôçí (Pos0;1)fp , ëüãù ôïõ üôé ç êáôçãïñßá Pos0;1 åßíáé Scott-ðëÞñçò.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ M ðñïêýðôåé ï æçôïýìåíïò êþíïò (b•; n•)
ùò åîÞò: ÈÝôïõìå bi = ai + a′i ãéá üëá ôá i ≥ 0 êáé ïñßæïõìå ni : bi −→ bi+1 ∨ bi+1

ôïí ìïñöéóìü ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí éóïäõíáìßá

Pos0;1(bi; bi+1 ∨ bi+1) = Pos0;1(ai + a′i; bi+1 ∨ bi+1) ∼= Pos0;1(ai; bi+1)×Pos0;1(a
′
i; bi+1)

ïé ìïñöéóìïß ai −→ bi+1, a
′
i −→ bi+1 ðñïêýðôïõí áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ

óõí-ãéíïìÝíïõ.

3. ç êáôçãïñßá Complex(M) Ý÷åé êþíï ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí.

Áõôü ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí áêüëïõèï éó÷õñéóìü:

Äåí õðÜñ÷ïõí óåéñéáêþò áíôéìåôáèåôéêÜ äéáãñÜììáôá ôçò ìïñöÞò

X
u //

d
//

s

��

Y

r

��

Z ∨ Z
h∨h //

l∨l
//W ∨W

(4.17)

ïðïôåäÞðïôå ïé áðåéêïíßóåéò u, d äåí ìðïñïýí íá óõí-åîéóùèïýí.
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Ìéá ðñþôç ðáñáôÞñçóç åßíáé üôé ïé ìïñöéóìïß h∨h êáé l∨ l áðåéêïíßæïõí ôï \óçìåßï
óõãêüëëçóçò" (1; 0) ôïõ Z ∨Z óôï áíôßóôïé÷ï \óçìåßï óõãêüëëçóçò" ôïõ W ∨W .

Åðßóçò ðáñáôçñïýìå üôé ï ìüíïò ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï ïé ìïñöéóìïß u êáé d äåí
ãßíåôáé íá óõí-åîéóùèïýí åßíáé íá õðÜñ÷åé êÜðïéï x ∈ X ôï ïðïßï íá áðåéêïíßæåôáé
óôï 0 áðü ôïí d êáé óôï 1 áðü ôïí u. Èá õðïèÝóïõìå ôçí ýðáñîç åíüò ôÝôïéïõ x
êáé ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôï äéÜãñáììá áíôéìåôáôßèåôáé èá êáôáëÞîïõìå óå Üôïðï.
¸óôù x ∈ X ìå u(x) = 1 êáé d(x) = 0, ôüôå áíáãêáóôéêÜ èá éó÷ýåé, ru(x) = 1 êáé
rd(x) = 0.

Áí èåùñÞóïõìå ôï óýíïëï

Hh = {z ∈ Z ∨ Z | (h ∨ h)(z) = 1}

ðáñáôçñïýìå üôé åßíáé õðïóýíïëï ôïõ {z ∈ Z∨Z | z ≥ m} üðïõ ìåm óõìâïëßæïõìå
ôï \óçìåßï óõãêüëëçóçò" ôïõ Z ∨ Z.
Ïìïßùò, ôï óýíïëï

Hl = {z ∈ Z ∨ Z | (l ∨ l)(z) = 0}
åßíáé õðïóýíïëï ôïõ {z ∈ Z ∨ Z | z ≤ m}.
Åéäéêüôåñá éó÷ýåé, Hh ∩Hl = ∅.
Áðü ôçí õðüèåóç üôé ôï äéÜãñáììá (4.17) áíôéìåôáôßèåôáé óåéñéáêÜ ðñïêýðôåé üôé
s(x) ∈ Hh ∩Hl, Üôïðï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá äåßîïõìå üôé ï öïñÝáò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò ðïõ ðñïêýðôåé áðü
ôï Èåþñçìá 4.20 óõìðßðôåé ìå ôï êëåéóôü ìïíáäéáßï äéÜóôçìá [0; 1].
×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí éóïäõíáìßá ôùí êáôçãïñéþí

Pos0;1 ' Flat((Pos0;1)
op
fp ; Set)

ðñïêýðôåé üôé ï öïñÝáò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò I : (Pos0;1)
op
fp −→ Set ãéá ôïí åíäïóõ-

íáñôçôÞ M ⊗− áíôéóôïé÷åß óôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï

I ? E

Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç
beh : I ? E −→ [0; 1]

ç ïðïßá áðåéêïíßæåé ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò[
[(a•;m•)]; x ∈ a0

]
∈ I ? E
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óôï äûáäéêü áíÜðôõãìá ðïõ êùäéêïðïéåß ôç \óõìðåñéöïñÜ" ôïõ x ∈ a0, ùò åîÞò:
Ãíùñßæïõìå üôé Ýíá óýìðëåãìá (a•;m•) åßíáé ìéá áëõóßäá

m1 : a0 −→ a1 ∨ a1; m2 : a1 −→ a2 ∨ a2; : : : ; mi : ai −→ ai+1 ∨ ai+1; : : :

áðü ìïñöéóìïýò ôçò êáôçãïñßáò Pos0;1.
Ï ìïñöéóìüò m1 áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï x óôçí áñéóôåñÞ Þ óôçí äåîéÜ êüðéá ôïõ a1,
äßíïíôáò Ýíá äõáäéêü øçößï k1 ∈ {0; 1} êáé Ýíá íÝï óôïé÷åßï x1 ∈ a1 (óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
ôï m1(x) åßíáé ôï \óçìåßï óõãêüëëçóçò" ôùí a1, åðéëÝãïõìå 0 Þ 1 áõèáßñåôá). Åðáíá-
ëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá ôï íÝï óôïé÷åßï ðïõ ðñïêýðôåé ê.ï.ê, ðáßñíïõìå ôçí
äõáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç 0:k1k2 : : : åíüò óôïé÷åßïõ ôïõ [0; 1].

ÅðïìÝíùò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç áðåéêüíéóç beh åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç êáé áìöé-
ìïíïóÞìáíôç.

(1) ÊáëÜ ïñéóìÝíç: Åóôù
[
[(a•;m•)]; x ∈ a0

]
=

[
[(a′•;m

′
•)]; x

′ ∈ a′0

]
, ôüôå õðÜñ÷åé

óôïé÷åßï
[
[(c•; q•)]; y ∈ c0

]
ôïõ óõíïñßïõ êáé Ýíá æéãê-æáãê:

a0
m1 //

��

a1 ∨ a1

��
c0

q1 // c1 ∨ c1

a′0
m′

1 //

OO

a′1 ∨ a′1

OO

a1
m2 //

��

a2 ∨ a2

��
c1

q2 // c2 ∨ c2 : : :

a′1
m′

2 //

OO

a′2 ∨ a′2

OO

ôÝôïéï þóôå üëá ôá ôåôñÜãùíá íá áíôéìåôáôßèåíôáé.

Ðáñáôçñïýìå üìùò, ðñïêåéìÝíïõ ôá ðáñáðÜíù ôåôñÜãùíá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ,
ïé ìïñöéóìïß mi; qi;m

′
i, i = 1; 2; : : : ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôçí ßäéá \óõìðåñéöïñÜ". Áõôü

óçìáßíåé üôé áí ãéá ðáñÜäåéãìá, ï ìïñöéóìüò m1 áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï x óôçí
áñéóôåñÞ êüðéá ôïõ a1 ∨ a1 ôüôå êáé ïé ìïñöéóìïß q1;m

′
1 èá áðåéêïíßæïõí ôá áíôß-

óôïé÷á óôïé÷åßá óôçí áñéóôåñÞ êüðéá ôùí c1 ∨ c1 êáé a′1 ∨ a′1. Ôüôå ðñïêýðôåé ç ßäéá
äûáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç óôï [0; 1], äçë. éó÷ýåé ç éóüôçôá

beh([(a•;m•)]; x ∈ a0) = beh([(a′•;m
′
•)]; x

′ ∈ b0)

(2) 1-1:
Ôï óçìåßï-êëåéäß óôçí áðüäåéîç ôïõ Ýíá ðñïò Ýíá åßíáé ç ýðáñîç ôïõ ìïñöéóìïý
f : 5 −→ 5 ∨ 5, üðïõ 5 åßíáé ôï ãñáììéêüò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ìå ðÝíôå óôïé÷åßá
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ï ïðïßïò Ý÷åé ôçí éäéüôçôá, ãéá êÜèå ìïñöéóìü mi : ai −→ ai+1 ∨ ai+1 íá õðÜñ÷åé
Ýíá áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï ôçò ìïñöÞò

ai
mi //

h

��

ai+1 ∨ ai+1

h′∨h′
��

5
f

// 5 ∨ 5

ÐñÜãìáôé, õðïèÝôïíôáò üôé {0; t1; t2; t3; 1} åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ óõíüëïõ 5, óõìâï-
ëßæïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõ 5 ∨ 5 ìå {0; tL1 ; tL2 ; tL3 ; c′; tR1 ; tR2 ; tR3 ; 1}.
Ïñßæïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò:

f(t) =


0; áí t = 0
1; áí t = 1
tL2 ; áí t = t1
tR2 ; áí t = t3
c′; áí t = t2

h(x) =


0; áí mi(x) = 0
1; áí mi(x) = 1
t1; áí mi(x) ∈ aLi+1

t3; áí mi(x) ∈ aRi+1

t2; áí mi(x) = c

h′(z) =

 0; áí z = 0
1; áí z = 1
t2; äéáöoñåôéêÜ

üðïõ ôá L;R äçëþíïõí ôçí áñéóôåñÞ êáé ôçí äåîéÜ êüðéá êáé ìå c; c′ óõìâïëßæïõìå
ôá óçìåßá óõãêüëçóçò ôùí ai+1 ∨ ai+1 êáé 5 ∨ 5, áíôßóôïé÷á. Áðï ôá ðáñáðÜíù ç
áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ôåôñáãþíïõ ðñïêýðôåé Üìåóá.

¸÷ïíôáò ôþñá üôé éó÷ýåé ç éóüôçôá beh([(a•;m•)]; x ∈ a0) = beh([(b•; n•)]; y ∈ b0),
äçë. ç äûáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç åßíáé ç ßäéá ãéá ôá äýï óôïé÷åßá, ÷ùñßò âëÜâç ôçò
ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå ôá mi êáé ni íá áðåéêïíßæïõí ôá xi, yi óôçí
ßäéá êüðéá ôçí áñéóôåñÞ Þ ôçí äåîéÜ, áíôßóôïé÷á. (¸ôóé áðïöåýãïõìå ôçí ðåñßðôùóç
êÜðïéï íá óôÝëíåé Ýíá óôïé÷åßï óôï óçìåßï óõãêüëëçóçò). ×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí
áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù ôåôñáãþíïõ, ðñïêýðôåé ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôùí
áêüëïõèùí äéáãñáììÜôùí:

a0
m1 //

h

��

a1 ∨ a1

h′∨h′
��

5
f
// 5 ∨ 5

b0
n1 //

h

OO

b1 ∨ b1

h′∨h′
OO

a1
m2 //

h

��

a2 ∨ a2

h′∨h′
��

5
f
// 5 ∨ 5 : : :

b1
n2 //

h

OO

b2 ∨ b2

h′∨h′
OO

áðü ôçí ïðïßá óõìðåñáßíïõìå ôçí ýðáñîç åíüò æéãê-æáãê ìåôáîý ôùí äýï óõìðëåã-
ìÜôùí, (a•;m•),(b•; n•). Ôï ôåëåõôáßï óõìðÝñáóìá ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï, äçë.
ôçí éóüôçôá

[(a•;m•)] = [(b•; n•)]
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(3) ç áðåéêüíéóç beh åßíáé åðß: Ãéá ïðïéáäÞðïôå äûáäéêÞ áíáðáñÜóôáóç 0:k1k2 : : : åíüò
óôïé÷åßïõ ôïõ [0; 1] ìðïñïýìå íá âñïýìå óôïé÷åßï ôïõ óõíïñßïõ, ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôï ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ìå ôñßá óôïé÷åßá, 3, êáé ôçí áêïëïõèßá

m1 : 3 −→ 3 ∨ 3; m2 : 3 −→ 3 ∨ 3; : : : mi : 3 −→ 3 ∨ 3; : : :

áðü ìïñöéóìïýò, üðïõ êÜèå mi áðåéêïíßæåé ôï ìåóáßï óôïé÷åßï ôïõ 3, óôï ìåóáßï
óôïé÷åßï ôçò áñéóôåñÞò êüðéáò ôïõ 3∨3 áí ki = 0, Þ óôï ìåóáßï óôïé÷åßï ôçò äåîéÜò
êüðéáò, áí ki = 1.

�

ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò

Óôï ôåëåõôáßï ìÝñïò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí åýñåóç ìéáò áóèå-
íÝóôåñçò óõíèÞêçò ç ïðïßá èá åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, óå ìéá
ðñïóéôÞ êáôçãïñßá. Ï ëüãïò ìéáò ôÝôïéáò áíáæÞôçóçò åßíáé üôé ç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðé-
ëõóéìüôçôáò, äçë. ç êáôçãïñßá Complex(M) íá åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç, äåí åßíáé åýêïëï
íá åðáëçèåõôåß éäéáßôåñá áí ç êáôçãïñßá A äåí Ý÷åé ðåðåñáóìÝíá üñéá.

Óêïðüò ìáò åßíáé íá ïñßóïõìå ìéá óõíèÞêç ç ïðïßá èá ìðïñåß íá åðéâåâáéùèåß åõêï-
ëüôåñá. Ãéá íá ôï åðéôý÷ïõìå áíôéêáèéóôïýìå ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò ìå
ìßá Üëëç ôïõ éäßïõ åßäïõò, ç ïðïßá üðùò èá äïýìå \åöáñìüæåôáé ìüíï óôéò êåöáëÝò ôùí
óõìðëåãìÜôùí". Ç áíôéêáôÜóôáóç áõôÞ Ý÷åé ùò óõíÝðåéá, ðñïêåéìÝíïõ íá åîáóöáëéóôåß
ç ýðáñîç ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, ôï ìüäéïM íá åðéâÜëëåôáé íá éêáíïðïéåß ìéá åðéðëÝïí
óõíèÞêç ðåðåñáóìÝíïõ.

Ãéá íá åßìáóôå óå èÝóç íá äéáôõðþóïõìå ôçí áóèåíÝóôåñç óõíèÞêç ðñÝðåé ðñþôá íá
ãåíéêåýóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò öéëôñáñéóìÝíçò êáôçãïñßáò óå áõôÞí ôïõ öéëôñáñéóìÝíïõ
óõíáñôçôÞ.

Ïñéóìüò 4.25 Åíáò óõíáñôçôÞò F : X −→ Y êáëåßôáé öéëôñáñéóìÝíïò, áí õðÜñ÷åé
óõí-êþíïò ãéá ôçí óýíèåóç F · D, üðïõ D : D −→ X ïðïéóäÞðïôå óõíáñôçôÞò ìå D
ðåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá.

Ï óõíáñôçôÞò F èá êáëåßôáé óõí-öéëôñáñéóìÝíïò áí ï F op åßíáé öéëôñáñéóìÝíïò.

Óçìåßùóç 4.26 ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ìéá êáôçãïñßá X åßíáé öéëôñá-
ñéóìÝíç áí êáé ìüíï áí ï ôáõôüôéêüò óõíáñôçôÞò Id : X −→X åßíáé öéëôñáñéóìÝíïò.

98



4.2. ÔåëéêÞ ÓõíÜëãåâñá óå ÐñïóéôÝò Êáôçãïñßåò 99

Ïñéóìüò 4.27 Èá ëÝìå üôé Ýíá (åðßðåäï) ìüäéï M : A � // A éêáíïðïéåß ôçí ÁóèåíÞ
ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò áí ï óõíáñôçôÞò

pr0 : Complex(M) −→ Complex0(M)

åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíïò.

Ìå áðëÜ ëüãéá, ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò áðáñôßæåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò ôñåßò
óõíèÞêåò:

1. Ç êáôçãïñßá A åßíáé ìç-êåíÞ.

2. Ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá (a•;m•), (a′•;m
′
•) ôçò Complex(M) õðÜñ÷åé êþíïò

a0

b

f 77pppppp

f ′ &&
LLLLLL

a′0

óôçí A .

3. Ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí ôçò ìïñöÞò

(a•;m•)
(u•) //

(v•)
// (a

′
•;m

′
•)

óôçí Complex(M) õðÜñ÷åé êþíïò

b
f
// a0

u0 //

v0
// a
′
0

óôçí A .

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ðñïêýðôïõí ïé áêüëïõèåò ðáñáôçñÞóåéò:

(i) Ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò éó÷ýåé, üôáí ç êáôçãïñßá A åßíáé óõí- öéëôñá-
ñéóìÝíç.

(ii) Áí õðïèÝóïõìå üôé ç Complex(M) åßíáé ìç-êåíÞ, ç ðñïçãïýìåíç óõíèÞêç (1) éêá-
íïðïéåßôáé.
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(iii) Áí ç ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò éêáíïðïéåßôáé, ôüôå êáé ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç
Åðéëõóéìüôçôáò éêáíïðïéåßôáé åðßóçò.

Èõìßæïõìå üôé óôïí Ïñéóìü 4.11 óõìâïëßæïõìå ìå Complexn(M) ôçí êáôçãïñßá ôá
áíôéêåßìåíá ôçò ïðïßáò åßíáé óõìðëÝãìáôá ìÞêïõò n. Åðßóçò ìå prn : Complex(M) −→
Complexn(M); n ≥ 0 óõìâïëßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå óýìðëåãìá
óôï óýìðëåãìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôïõò n ðñþôïõò üñïõò ôïõ.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò Ýííïéåò áõôÝò ìðïñïýìå íá áíáäéáôõðþóïõìå ôçí ÁóèåíÞ ÓõíèÞêç
Åðéëõóéìüôçôáò ùò åîÞò:

Ðñüôáóç 4.28 Ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(1) Ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò éêáíïðïéåßôáé.

(2) Ï óõíáñôçôÞò prn : Complex(M) −→ Complexn(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíïò ãéá
üëá ôá n ≥ 0.

Áðüäåéîç: Ïôé ôï (2) óõíåðÜãåôáé ôï (1) åßíáé ðñïöáíÝò. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï áíôß-
óôñïöï ÷ñåéÜæåôáé íá åðáëçèåýóïõìå ôéò áêüëïõèåò ôñåéò éäéüôçôåò:

(a) ÊÜèå êáôçãïñßá ôçò ìïñöÞò Complexn(M) åßíáé ìç-êåíÞ. Áõôü ðñïêýðôåé Üìåóá
áðü ôçí õðüèåóç üôé ç Complex(M) åßíáé ìç-êåíÞ.

(b) ÊÜèå æåõãÜñé áíôéêåéìÝíùí prn(a•;m•), prn(a
′
•;m

′
•) óôçí Complexn(M) Ý÷åé êþíï.

Ëüãù ôïõ üôé ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò åöáñìüæåôáé ãéá êÜèå n, Ý÷ïõìå
ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá

an �
mn // an−1 �

mn−1 // : : : �
m1 // a0

bn

fn 77

f ′n
&&
a′n �

m′
n

// a′n−1 �
m′
n−1

// : : : �
m′

1

// a′0

Áðü ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ óõíáñôçôÞ M(bn;−), ôï æåõãÜñé mn@fn ∈ M(bn; an−1),
m′
n@f

′
n ∈M(bn; a

′
n−1) Ý÷åé êþíï:

an �
mn // an−1

bn

fn 66

f ′n ''

�
un // bn−1

66

((
a′n �

m′
n

// a′n−1
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Åöáñìüæïíôáò ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ M êáèþò ôï n ôåßíåé óôï ìçäÝí ðñïêýðôåé ï
æçôïýìåíïò êþíïò (b•; u•)

(n) óôçí Complexn(M):

prn(a•;m•)

(b•; u•)
(n)

(f•) 44iiiiii

(f ′•)
**UUUUUU

prn(a
′
•;m

′
•)

(c) ÊÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí ôçò ìïñöÞò

prn(a•;m•)
prn(u•)//

prn(v•)
// prn(a

′
•;m

′
•)

óôçí Complexn(M) Ý÷åé êþíï.

Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá:

bn

fn

��

�
ln // bn−1

fn−1

��

�
ln−1 // : : : �

l1 // b0

f0

��
an

un

��

vn

��

�
mn // an−1

un−1

��

vn−1

��

�
mn−1 // : : : �

m1 // a0

u0

��

v0

��
a′n �

m′
n

// a′n−1 �
m′
n−1

// : : : �
m′

1

// a0

Îåêéíþíôáò îáíÜ áðü âÞìá n ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ÁóèåíÞ ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò,
ïðüôå ðñïêýðôåé ï ìïñöéóìüò fn, óôç óõíÝ÷åéá áðü ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ M(bn;−)
ðñïêýðôïõí ôá ln êáé fn−1. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáóéêáóßá ìå÷ñß n = 0
ðáßñíïõìå ôïí æçôïýìåíï êþíï

(b•; l•)
(n)

(f•)(n)

// prn(a•;m•)
prn(u•)//

prn(v•)
// prn(a

′
•;m

′
•)

óôçí Complexn(M).

Ìå ôï ïðïßï ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç.

¸÷ïíôáò äéáôõðþóåé áíáëõôéêÜ ôçí ÁóèåíÞ ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò, ìÝíåé íá äåß-
îïõìå üôé üíôùò åßíáé óõíèÞêç åðéëõóéìüôçôáò äçë. üôé åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ôçò ôåëé-
êÞò óõíÜëãåâñáò. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé óõíåðÜãåôáé ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóé-
ìüôçôáò. Áðü ôçí Ðñüôáóç 4.28 ãßíåôáé áìÝóùò áíôéëçðôÞ ç áäõíáìßá ôçò áóèåíïýò óõí-
èÞêçò íá äéáóöáëßóåé áðï ìüíç ôçò üôé ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.
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Óå êÜèå âÞìá n äéáóöáëßæåé üôé ç êáôçãïñßá Complexn(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç, áëëÜ
äåí õðÜñ÷åé ôñüðïò áõôü íá åðåêôáèåß óôï Üðåéñï, äçë. óå üëç ôçí Complex(M).

Ç óôñáôçãéêÞ ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå áðïôåëåßôáé áðü ôñßá âÞìáôá:

1. Èá ïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ óõìðáãïýò ìüäéïõ M .

2. Èá äåßîïõìå üôé áí ìéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá éêáíïðïéåß êÜðïéåò óõíèÞêåò
ôï áíôßóôïé÷ï ìüäéï åßíáé óõìðáãÝò.

3. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ìüäéï ìáò åßíáé óõìðáãÝò, èá áðïäåßîïõìå üôé ç ÁóèåíÞò Óõí-
èÞêç Åðéëõóéìüôçôáò óõíåðÜãåôáé ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò.

ÂÞìá 1: Óôï ðñþôï âÞìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï \ËÞììá ôïõ K�onig" ãéá ìåñéêþò
äéáôåôáãìÝíá óýíïëá, ðïõ ôï äéáôõðþíïõìå óôï ðáñáêÜôù Èåþñçìá.
Èõìßæïõìå ôá åîÞò:

• Åíá ìåñéêþò ðñï-äéáôåôáãìÝíï óýíïëï 〈X;v〉 åßíáé Ýíá óýíïëï X åöïäéáóìÝíï ìå
ìéá áõôïðáèçôéêÞ, ìåôáâáôéêÞ äéìåëÞ ó÷Ýóç v.

• Åíá õðïóýíïëïB ⊆ X åíüò ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ êáëåßôáé êÜôù-êëåéóôü,
áí ãéá êÜèå b ∈ B êáé b′ v b Ý÷ïõìå b′ ∈ B. Ç äûéêÞ Ýííïéá åßíáé ôï Üíù-êëåéóôü.

• ÊÜèå ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï 〈X;v〉 ìðïñåß íá åöïäéáóôåß ìå ôçí åëÜ÷éóôç
ôïðïëïãßá (lower topology) �v, ïñßæïíôáò ùò áíïéêôÜ óýíïëá íá åßíáé ôá êÜôù-
êëåéóôÜ óýíïëá. Åíá óýíïëï B åßíáé êëåéóôü óôçí ôïðïëïãßá �v áí êáé ìüíï áí
åßíáé Üíù-êëåéóôü.

Èåþñçìá 4.29 Èåùñïýìå

: : : //Pn+1
pn+1
n //Pn

pnn−1 // : : :
p10 //P0

(4.18)

ìéá áëõóßäá áðï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá êáé ìïíüôïíåò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôïõò
ðïõ éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò:

(1) ÊÜèå Pn Ý÷åé Ýíá ìç-êåíü ðåðåñáóìÝíï ôåëéêü õðïóýíïëï.

(2) Ç åéêüíá êÜèå Üíù-êëåéóôïý óõíüëïõ ìÝóù ôçò áðåéêüíéóçò pn+1
n : Pn+1 −→Pn

åßíáé Üíù-êëåéóôü.
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Ôüôå ôï üñéï ôçò áëõóßäáò lim Pn åßíáé ìç-êåíü, äçë. õðÜñ÷åé áêïëïõèßá (xn) Ýôóé þóôå
íá éó÷ýåé pn+1

n (xn+1) = xn ãéá êÜèå n ≥ 0.

Áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.29. Ïé õðïèÝóåéò (1) êáé (2) ôïõ èåùñÞìáôïò åîáóöáëß-
æïõí üôé êÜèå Pn åßíáé Ýíáò ìç-êåíüò óõìðáãÞò ÷þñïò ìå ôçí åëÜ÷éóôç ôïðïëïãßá êáé
êÜèå pn+1

n åßíáé êëåéóôÞ óõíå÷Þò áðåéêüíéóç (äçë., ç åéêüíá åíüò êëåéóôïý óõíüëïõ åßíáé
êëåéóôü óýíïëï). ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá áðïôÝëåóìá ôïõ Arthur Stone [S] Èåþñçìá 2,
êÜèå !op-áëõóßäá áðïôåëïýìåíç áðï ìç-êåíïýò óõìðáãåßò ÷þñïõò êáé êëåéóôÝò óõíå÷åßò
áðåéêïíßóåéò Ý÷åé ìç-êåíü üñéï, ðñïêýðôåé üôé ôï üñéï lim Pn åßíáé ìç-êåíü.

�

ÐñïêåéìÝíïõ íá åöáñìüóïõìå ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá óôï äéêü ìáò ðëáßóéï åñãáóßáò,
ãéá êÜèå äéÜãñáììá D : D −→ Complex(M) üðïõ D ðåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá, ìå PD

n èá
óõìâïëßæïõìå ôï áêüëïõèï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï:

(1) Óôïé÷åßá ôïõ PD
n åßíáé êþíïé ôïõ äéáãñÜììáôïò prn ·D : D −→ Complexn(M).

(2) Ç ó÷Ýóç c vn c′ éó÷ýåé óôï PD
n áí êáé ìüíï áí ï êþíïò c ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìÝóù

ôïõ êþíïõ c′.

Ãéá êÜèå n ≥ 0 èá óõìâïëßæïõìå ìå

pn+1
n : PD

n+1 −→PD
n

ôçí ðñïöáíÞ áðåéêüíéóç ðïõ ðåñéïñßæåé ôï ìÞêïò ôùí óõìðëåãìÜôùí, ç ïðïßá åßíáé ìïíü-
ôïíç.

Óôï óçìåßï áõôü ðáñáôçñïýìå üôé ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò, Ðñüôáóç 4.28,
åããõÜôáé üôé êÜèå ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï PD

n åßíáé ìç-êåíü.
Ôï ìüíï ðïõ ìÝíåé ðñïêåéìÝíïõ íá åßìáóôå óå èÝóç íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá åßíáé íá
õðïèÝóïõìå üôé êÜèå PD

n Ý÷åé ìç-êåíü ðåðåñáóìÝíï ôåëéêü õðïóýíïëï. Óýìöùíá ì'áõôü
äßíïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.30 Èá ëÝìå üôé ôï ìüäéï M åßíáé óõìðáãÝò, áí ôï ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï
óýíïëï PD

n Ý÷åé ìç-êåíü ðåðåñáóìÝíï ôåëéêü õðïóýíïëï ãéá êÜèå n ≥ 0 êáé êÜèå
ðåðåñáóìÝíï ìç-êåíü äéÜãñáììá D : D −→ Complex(M).

Äýï ôåôñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá óõìðáãþí ìïäßùí åßíáé ôá åîÞò:
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ÐáñÜäåéãìá 4.31

(i) ÊÜèå ìüäéï M óå ìéá ðåðåñáóìÝíá ðëÞñç êáôçãïñßá A åßíáé óõìðáãÝò: ÐñÜãìáôé,
ó'áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç êÜèå ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï PD

n Ý÷åé ôåëéêü óýíïëï
áðïôåëïýìåíï áðï Ýíá óôïé÷åßï.

(ii) Áí ôï ìüäéï M åßíáé ðåðåñáóìÝíï ìå ôçí Ýííïéá ôïõ [Le] äçë., áí ãéá êÜèå óõíáñ-
ôçôÞ M(−; b) : A op −→ Set ç êáôçãïñßá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ åßíáé ðåðåñáóìÝíç,
ôüôå åßíáé óõìðáãÝò.

ÂÞìá 2: Åóôù K ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá.

1. Èá ëÝìå üôé ï óõí-êþíïò cd : Dd −→ X åßíáé áðü êïéíïý åðß (jointly epi) áí ãéá
êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí u, v ç éóüôçôá u · cd = v · cd, ãéá üëá ôá d,
óõíåðÜãåôáé üôé u = v.

2. Ç êáôçãïñßá K èá åßíáé (ðåðåñáóìÝíá áðü êïéíïý åðß, áêñáßá ìïíïìïñöéêÞ)-
êáôçãïñßá áí ïé áêüëïõèåò äýï óõíèÞêåò ðëçñïýíôáé:

(a) ÊÜèå óõí-êþíïò cd : Dd −→ X ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï äéÜãñáììá ìðïñåß íá
ðáñáãïíôïðïéçèåß ùò

Dd

ed // Z
j
// X

üðïõ ï ìïñöéóìüò ed åßíáé áðü êïéíïý åðß êáé ï j åßíáé áêñáßïò ìïíïìïñöéóìüò.

(�) Ãéá êÜèå áíôéìåôáèåôéêü ôåôñÜãùíï

Dd

ed //

fd
��

X

g

��

A
j
// B

(ãéá üëá ôá d)

üðïõ ed åßíáé Ýíáò áðü êïéíïý åðß óõí-êþíïò êáé j åßíáé áêñáßïò ìïíïìïñ-
öéóìüò, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò äéáãþíéïò ìïñöéóìüò m : X −→ A ï ïðïßïò íá
êáèéóôÜ ôá ðáñáãüìåíá ôñéãùíéêÜ äéáãñÜììáôá áíôéìåôáèåôéêÜ.

3. Èá ëÝìå üôé ç êáôçãïñßá Kfp åßíáé �nitely co-wellpowered , áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï
äéÜãñáììá D : D −→ Kfp äÝ÷åôáé (ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý) ìüíï Ýíá ìç-êåíü ðåðåñá-
óìÝíï óýíïëï áðü êïéíïý åðß óõí-êþíïõò.

ÐáñÜäåéãìá 4.32 Ç êáôçãïñßá ôùí ãñáììéêÜ äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí Lin åßíáé ðáñÜ-
äåéãìá ôÝôïéáò êáôçãïñßáò.
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• Ïé áðü êïéíïý åðß óõí-êþíïé, cd : Dd −→ X, åßíáé áêñéâþò åêåßíïé ðïõ ôï õðïêåß-
ìåíï óýíïëï ôïõ ãñáììéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óýíïëïõ X åßíáé ç Ýíùóç ôùí åéêüíùí
üëùí ôùí Dd.

• Ìßá ìïíüôïíç áðåéêüíéóç j : A −→ B åßíáé áêñáßá ìïíïìïñöéêÞ áí êáé ìüíï áí
åßíáé 1-1 êáé ç ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ A åðÜãåôáé áðï áõôÞ ôïõ B.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ãßíåôáé óáöÝò üôé ç êáôçãïñßá Lin åßíáé (ðåðåñáóìÝíá áðü êïéíïý åðß,
áêñáßá ìïíïìïñöéêÞ)-êáôçãïñßá êáé ç Linfp åßíáé ðåðåñáóìÝíá co-wellpowered.

Ðñüôáóç 4.33 ¸óôù ç ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò
óõíèÞêåò:

1. K åßíáé (ðåðåñáóìÝíá áðü êïéíïý åðß, áêñáßá ìïíïìïñöéêÞ)-êáôçãïñßá.

2. Kfp åßíáé �nitely cowellpowered.

ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ï ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíïò óõíáñôçôÞò Φ : K −→ K äéá-
ôçñåß áêñáßïõò ìïíïìïñöéóìïýò. Ôüôå ôï åðßðåäï ìüäéï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôïí Φ åßíáé
óõìðáãÝò.

Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí óõìðëåãìÜôùí ôïõ Ïñéóìïý 4.2.

Åóôù D : D −→ Complex(M) Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìç-êåíü äéÜãñáììá. ÅðéëÝãïõìå
ôõ÷áßï n ≥ 0 êáé ðåñéãñÜöïõìå ôçí óýíèåóç prn · D ìå áíôéìåôáèåôéêÜ ôåôñÜãùíá ôçò
ìïñöÞò

prn ·Dd

prn·D�
��

=

ad0
md

1 // Φ(ad1) ad1
md

2 // Φ(ad2)

: : :

adn−1

md
n // Φ(adn)

prn ·Dd′ ad
′

0
md′

0

//

�0

OO

Φ(ad
′

1 )

Φ(�1)

OO

ad
′

1
md′

2

//

�1

OO

Φ(ad
′

2 )

Φ(�2)

OO

ad
′
n−1

md′
n

//

�n−1

OO

Φ(ad
′
n )

Φ(�n)

OO

óôçí K .
Èá êáôáóêåõÜóïõìå ôï ðåðåñáóìÝíï ìç-êåíü áñ÷éêü (ï ëüãïò ðïõ èÝëïõìå ôï óýíïëï
ôùí óõí-êþíùí íá åßíáé áñ÷éêü åßíáé äéüôé ç êáôçãïñßá A åßíáé ç K op

fp ) óýíïëï áðï
óõí-êþíïõò ôïõ äéáãñÜììáôïò prn · D îåêéíþíôáò áðü ôïí äåßêôç i = n − 1 åþò 0, ùò
åîÞò:
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Ãéá êÜèå áðü êïéíïý åðß óõí-êþíï ei+1 : adi+1 −→ zi+1 åðéëÝãïõìå üëïõò ôïõò áðü
êïéíïý åðß óõí-êþíïõò edi : adi −→ zi êáèþò êáé üëïõò ôïõò óõíåêôéêïýò ìïñöéóìïýò
ci+1 : zi −→ Φ(zi+1) ðïõ êáèéóôïýí ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá

zi
ci+1 // Φ(zi+1)

adi

edi

OO

md
i+1

// Φ(adi+1)

Φ(edi+1)

OO

áíôéìåôáèåôéêü. Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá ôÝôïéï æåõãÜñé ìïñöé-
óìþí: ç ðáñáãïíôïðïßçóç ôïõ óõí-êþíïõ Φ(edi+1) ·md

i+1 ìÝóù åíüò, áðü êïéíïý åðß
êáé áêñáßïõ ìïíïìïñöéóìïý. Åöüóïí êÜèå óõí-êþíïò edi åßíáé áðü êïéíïý åðß ôï
áíôßóôïé÷ï ci+1 êáèïñßæåôáé ìïíáäéêÜ.

Éó÷õñéæüìáóôå üôé ç ðáñáðÜíù ìç-êåíÞ ðåðåñáóìÝíç ïéêïãÝíåéá áðü óõí-êþíïõò ãéá ôï
prn ·D åßíáé áñ÷éêÞ. Ãéá ôï óêïðü áõôü, èåùñïýìå ôõ÷áßï óõí-êþíï

w0
f1 // Φ(w1) w1

f2 // Φ(w2)

: : :

wn−1
fn // Φ(wn)

ad0 md
0

//

gd0

OO

Φ(ad1)

Φ(gd1)

OO

ad1 md
2

//

gd1

OO

Φ(ad2)

Φ(gd2)

OO

adn−1
md
n

//

gdn−1

OO

Φ(adn)

Φ(gdn)

OO

ôïõ äéáãñÜììáôïò prn ·D. Ðáñáãïíôïðïéïýìå ôïí óõí-êþíï gdn ìÝóù åíüò áððü êïéíïý åðß
edn : adn −→ zn áêïëïõèïýìåíï áðü Ýíá áêñáßï ìïíïìïñöéóìü jn : zn −→ wn. ÊÜíïíôáò
ôï ßäéï ãéá ôïí óõí-êþíï gdn−1 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí äéáãþíéá éäéüôçôá ðñïêýðôåé ï
åðéèõìçôüò ìïñöéóìüò cn : zn−1 −→ Φ(zn)

wn−1
fn // wn

zn−1
cn //

jn−1

OO

Φ(zn)

Φ(jn)

OO

adn−1

edn−1

OO

md
n

// Φ(adn)

Φ(edn)

OO

ëáìâÜíïíôáò õð'üøéí êáé ôçí õðüèåóç üôé ï Φ(jn) åßíáé áêñáßïò ìïíïìïñöéóìüò. Óõíå-
÷ßæïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêÜóßá ìÝ÷ñé êáé ãéá i = 0, ðñïêýðôåé óõí-êþíïò ôçò ìïñöÞò ðïõ
åðéëÝîáìå ï ïðïßïò ðáñáãïíôïðïéåßôáé ìÝóù ôïõ ôõ÷áßïõ óõí-êþíïõ.
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Ðüñéóìá 4.34 ÊÜèå åíäïóõíáñôçôÞò óôçí êáôçãïñßá Lin ðëçñåß ôçí Ðñüôáóç 4.33.

ÂÞìá 3: Èá áðïäåßîïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.35 ÁíM óõìðáãÝò ìüäéï, ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò óõíåðÜãåôáé
ôçí Éó÷õñÞ.

Áðüäåéîç: Áðü ôçí Õðüèåóç 4.18 ãíùñßæïõìå üôé ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé ìç-
êåíÞ. Ãéá íá äåßîïõìå ôï æçôïýìåíï áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå êþíï ãéá ïðïéïäÞðïôå
äéÜãñáììá D : D −→ Complex(M), üðïõ D ðåðåñáóìÝíç ìç-êåíÞ êáôçãïñßá.

Å÷ïíôáò ôï ôõ÷áßï äéÜãñáììá êáôáóêåõÜæïõìå ôçí áíôßóôïé÷ç áëõóßäá

: : : //PD
n+1

pn+1
n //PD

n

pnn−1 // : : :
p10 //PD

0
(4.19)

áðü ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá êáé ìïíïôïíåò áðåéêïíßóåéò. Èá åðáëçèåýóïõìå üôé
éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (1) êáé (2) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 4.29.

1. ÊÜèå PD
n ðåñéÝ÷åé ìç-êåíü ðåðåñáóìÝíï ôåëéêü õðïóýíïëï, åöüóïí ôï ìüäéï M

õðïèÝóáìå üôé åßíáé óõìðáãÝò.

2. Ç åéêüíá êÜèå Üíù-êëåéóôïý óõíüëïõ ìÝóù ôçò ìïíüôïíçò áðåéêüíéóçò pn+1
n åßíáé

Üíù-êëåéóôü óýíïëï.

Åóôù üôé ôï äéÜãñáììá D : D −→ Complex(M) åßíáé ôçò ìïñöÞò

Dd

D�

��

=

: : : �
md

3 // ad2

�2
��

�
md

2 // ad1

�1
��

�
md

1 // ad0

�0
��

Dd′
: : : �

md′
3

// ad
′

2
�

md′
2

// ad
′

1
�

md′
1

// ad
′

0

Ôüôå ôï äéÜãñáììá prn ·D : D −→ Complexn(M) èá åßíáé

prn ·Dd

prn·D�
��

=

adn �
md
n //

�n
��

: : : �
md

3 // ad2

�2
��

�
md

2 // ad1

�1
��

�
md

1 // ad0

�0
��

prn ·Dd′ ad
′
n

�
md′
n

// : : : �
md′

3

// ad
′

2
�

md′
2

// ad
′

1
�

md′
1

// ad
′

0
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ãéá êÜèå n ≥ 0.

ÅðéëÝãïõìå Ýíá Üíù-êëåéóôü óýíïëï S ⊆ PD
n+1. ÊÜèå s ∈ S åßíáé êþíïò ãéá ôï

ðáñáðÜíù äéÜãñáììá prn+1 ·D êáé ôïí óõìâïëßæïõìå:

s =

sn+1

�dn+1
��

�
ms
n+1 // : : : �

ms
3 // s2

�d2
��

�
ms

2 // s1

�d1
��

�
ms

1 // s0

�d0
��

adn+1 �
md
n+1

// : : : �
md

3

// ad2 �
md

2

// ad1 �
md

1

// ad0

Ãéá ôõ÷áßï s óôï S èåùñïýìå b óôï PD
n ôÝôïéï þóôå íá éó÷ýåé pn+1

n (s) vn b. Ôüôå
èá ðñÝðåé íá âñïýìå t óôï S ìå s vn+1 t Ýôóé þóôå p

n+1
n (t) = b.

×ñçóéìïðïéþíôáò áíôßóôïé÷ï óõìâïëéóìü ôï b èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

b =

bn

�dn
��

�
mb
n // : : : �

mb
3 // b2

�d2
��

�
mb

2 // b1

�d1
��

�
mb

1 // b0

�d0
��

adn �
md
n

// : : : �
md

3

// ad2 �
md

2

// ad1 �
md

1

// ad0

Ç áíéóüôçôá pn+1
n (s) vn b óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò

sn

gn

��

�
ms
n // : : : �

ms
3 // s2

g2
��

�
ms

2 // s1

g1
��

�
ms

1 // s0

g0
��

bn

�dn
��

�
mb
n // : : : �

mb
3 // b2

�d2
��

�
mb

2 // b1

�d1
��

�
mb

1 // b0

�d0
��

adn �
md
n

// : : : �
md

3

// ad2 �
md

2

// ad1 �
md

1

// ad0

üðïõ ïé éóüôçôåò �di · gi = �di éó÷ýïõí ãéá êÜèå i ∈ {0; : : : ; n}.
Áí èåùñÞóïõìå ôï äéÜãñáììá:

sn+1 �
ms
n+1 // sn

gn

��

�
ms
n // : : : �

ms
3 // s2

g2

��

�
ms

2 // s1

g1

��

�
ms

1 // s0

g0

��
sn+1

�dn+1
��

�
gn·ms

n+1// bn

�dn
��

�
mb
n // : : : �

mb
3 // b2

�d2
��

�
mb

2 // b1

�d1
��

�
mb

1 // b0

�d0
��

adn+1 �
md
n+1

// adn �
md
n

// : : : �
md

3

// ad2 �
md

2

// ad1 �
md

1

// ad0
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Ôïôå ï æçôïýìåíïò êþíïò t èá åßíáé ôçò ìïñöÞò:

sn+1

�dn+1
��

�
gn@ms

n+1// bn

�dn
��

�
mb
n // : : : �

mb
3 // b2

�d2
��

�
mb

2 // b1

�d1
��

�
mb

1 // b0

�d0
��

adn+1 �
md
n+1

// adn �
md
n

// : : : �
md

3

// ad2 �
md

2

// ad1 �
md

1

// ad0

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç åéêüíá êÜèå Üíù-êëåéóôïý óõíüëïõ ìÝóù ôçò ìïíüôïíçò áðåéêüíé-
óçò pn+1

n : PD
n+1 −→PD

n åßíáé Üíù-êëåéóôü óýíïëï.

Áðü ôá ðáñáðÜíù \âÞìáôá" ðñïêýðôåé ôï Ðüñéóìá,

Ðüñéóìá 4.36 Ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéìÝíï åíäïóõíáñôçôÞ Φ óå ìéá ðåðåñá-
óìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K , õðïèÝôïíôáò üôé ç K éêáíïðïéåß ôçí Ðñüôáóç 4.33 êáé
ôï áíôßóôïé÷ï ìüäéï M åßíáé óõìðáãÝò, ï éóïäýíáìïò åíäïóõíáñôçôÞò M ⊗ − äÝ÷åôáé
ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá.

ÌÝ÷ñé åäþ Ý÷ïõìå äåßîåé üôé áí ôï ìüäéï ìáò M : A � // A åßíáé óõìðáãÝò ôüôå ç
ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìü-
ôçôáò êáé êÜèå ìßá îå÷ùñéóôÜ åîáóöáëßæåé ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò ãéá
ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M ⊗−.
Ìéá åýëïãç åñþôçóç ðïõ áíáêýðôåé åßíáé, áí ãíùñßæïõìå üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá õðÜñ-
÷åé, ìðïñïýí ïé óõíèÞêåò åðéëõóéìüôçôáò íá åîá÷èïýí áðï áõôü;

Ç áðÜíôçóç äåí åßíáé Üìåóç ÷ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ìßá åðéðëÝïí õðüèåóç, üôé ôï ìü-
äéï ìáò åßíáé pointed, äçë. üôé ôï M åßíáé åöïäéáóìÝíï ì'åíá ìïñöéóìü ìåôáîý ìïäßùí
ôçò ìïñöÞò c : A −→M .
Ãéá êÜèå a ∈ A , ôï íá åßíáé ôï ìüäéïM pointed Ý÷åé ùò óõíÝðåéá êÜèå áíáðáñáóôÜóéìïò
óõíáñôçôÞò A (a;−) íá Ýñ÷åôáé åöïäéáóìÝíïò ìå ìéá äïìÞ óõíÜëãåâñáò

ca : A (a;−) −→M(a;−)

ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M ⊗−, åöüóïí
(
M ⊗A

)
(a;−) ∼= M(a;−).

Áðü áõôü óõìðåñáßíïõìå üôé ç êáôçãïñßá Complex(M) åßíáé ìç-êåíÞ, âë. ËÞììá 4.15.
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ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå f : a −→ a′, ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò A (f;−) : A (a′;−) −→
A (a;−) åßíáé ìïñöéóìüò ìåôáîý óõíáëãåâñþí, äçë. ôï äéÜãñáììá

A (a′;−)
ca′ //

A (f;−)
��

M(a′;−)

M(f;−)
��

A (a;−) ca
//M(a;−)

(4.20)

áíôéìåôáôßèåôáé.

Áðü ôïí éóïìïñöéóìü Φ ∼= M ⊗− ðñïêýðôåé, ÷ùñßò ìåãÜëç äõóêïëßá, ôï íá åßíáé ôï
ìüäéï M pointed éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò Id −→ Φ.

ËáìâÜíïíôáò õð'üøéí ôá ðñïçãïýìåíá áðïäåéêíýïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.37 Áí ôï ìüäéï M åßíáé pointed êáé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ôïí M ⊗ −
õðÜñ÷åé, ï óõíáñôçôÞò pr0 åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíïò. Äçë. éó÷ýåé ç ÁóèåíÞò ÓõíèÞêç
Åðéëõóéìüôçôáò.

Áðüäåéîç: Óõìâïëßæïõìå ìå j : J −→ M ⊗ J ôçí ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäï-
óõíáñôçôÞ M ⊗ − êáé ìå c†a : A (a;−) −→ J ôïí ìïíáäéêü ìïñöéóìü óõíáëãåâñþí ðïõ
êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

A (a;−)
ca //

c
†
a

��

M ⊗A (a;−)

M◦c†a
��

J
j

//M ⊗ J

áíôéìåôáèåôéêü.

Ôüôå ôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá, ìáæß ìå ôï äéÜãñáììá (4.20) êáèéóôïýí ôï áêüëïõèï
ôñßãùíï

A (a′;−)
c
†
a′

''OOOOOOOO

A (f;−)

��

J

A (a;−) c
†
a

77oooooooo

áíôéìåôáèåôéêü.

äçë., ç óõëëïãÞ ôùí ìïñöéóìþí

c†
pr

op

0 (a•;m•)
: A (a0;−) −→ J
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êáèéóôïýí ôïí J óõí-êþíï, ãéá ôï äéÜãñáììá Y · prop0 .

¼ìùò ï T åßíáé ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò(
Complex(M)

)op pr
op

0 // A op Y // [A ; Set]

üðïõ ôþñá ï T : A −→ Set äåí åßíáé åðßðåäïò óõíáñôçôÞò áðëÜ ôï óõíüñéï.
Ïðüôå, áðü ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõíïñßïõ T , õðÜñ÷åé öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò

� : T −→ J

Ï öõóéêüò áõôüò ìåôáó÷çìáôéóìüò � åðÜãåé Ýíá óõíáñôçôÞ F : Complex(M) −→ elts(J),
ðïõ áðåéêïíßæåé

(a•;m•) 7→ x ∈ Ja0

üðïõ ôï óôïé÷åßï x ∈ Ja0 áíôéóôïé÷åß óôï öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü
c†
pr

op

0 (a•;m•)
: A (a0;−) −→ J , áðü ôï ËÞììá ôïõ Yoneda.

Ôüôå ôï äéÜãñáììá

Complex(M) F //

pr0
&&LLLLLLLLLLL

elts(J)

proj
{{wwwwwwww

A

áíôéìåôáôßèåôáé. Åöüóïí ï J åßíáé åðßðåäïò óõíáñôçôÞò, ç êáôçãïñßá elts(J) åßíáé óõí-
öéëôñáñéóìÝíç. Áñá ï óõíáñôçôÞò, ðïõ äßíåôáé ùò óýíèåóç, pr0 = proj · F åßíáé óõí-
öéëôñáñéóìÝíïò.

Ðüñéóìá 4.38 Áí ï ôáõôïôéêüò óõíáñôçôÞò ôçò êáôçãïñßáò Flat(A ; Set) Ý÷åé ôåëéêÞ
óõíÜëãåâñá, ç êáôçãïñßá A åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.

Ôï áêüëïõèï Ðüñéóìá áðáíôÜ óôçí áñ÷éêÞ ìáò åñþôçóç.

Ðüñéóìá 4.39 Áí õðïèÝóïõìå üôé M : A � // A åßíáé Ýíá pointed óõìðáãÝò ìüäéï, ôá
áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

1. Ôï áõôï-üìïéï óýóôçìá (A ;M) éêáíïðïéåß ôçí ÁóèåíÞ ÓõíèÞêç Åðéëõóéìüôçôáò.

2. Ôï áõôï-üìïéï óýóôçìá (A ;M) éêáíïðïéåß ôçí ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò Åðéëõóéìüôçôáò.
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3. Ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò(
Complex(M)

)op pr
op

0 // A op Y // [A ; Set]

åßíáé Ýíáò åðßðåäïò óõíáñôçôÞò.

4. Ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M ⊗− õðÜñ÷åé.
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ÊåöÜëáéï 5

Óõíåëåýèåñåò ÓõíÜëãåâñåò óå ÐñïóéôÝò
Êáôçãïñßåò

Ó'áõôü ôï êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ýðáñîç êáé ôçí êáôáóêåõÞ ôçò óõíåëåý-
èåñçò óõíÜëãåâñáò ðÜíù áðü ìéá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá.
ÓõãêåêñéìÝíá, áí Φ : K −→ K ïðïéïóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõíáñ-
ôçôÞò óå ìéá ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K êáé K Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò,
æçôÜìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá Φ-óõíÜëãåâñá (K̂; �) åöïäéáóìÝíç ì'åíá ìïñöéóìü ôçò
ìïñöÞò "K : K̂ −→ K. Ç óõíÜëãåâñá áõôÞ, ôçí ïðïßá êáëïýìå óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá,
èÝëïõìå íá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá: áí (X; e) ôõ÷áßá Φ-óõíÜëãåâñá êáé ìïñöéóìüò � : X −→ K,
íá õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò Φ-ïìïìïñöéóìüò e] : (X; e) −→ (K̂; �) ôÝôïéïò þóôå ôï äéÜãñáììá

X
�

  A
AA

AA
AA

A

e]

��

K

K̂

"K

??~~~~~~~

íá áíôéìåôáôßèåôáé, äçë. "K · e] = �.

Ìå Üëëá ëüãéá, æçôÜìå óõíèÞêåò êÜôù áðü ôéò ïðïßåò ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò U :
Coalg(Φ) −→ K äÝ÷åôáé äåîéÜ ðñïóáñôçìÝíï.

Óôçí ðñïóðÜèåéá ìáò áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ôñïðïðïßçóç ôçò ôå÷íéêÞò ðïõ
áíáðôýîáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, ãéá ôçí åýñåóç ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò. ¼ðùò
èá äéáðéóôþóïõìå ðáñáêÜôù, õðü ðñïûðïèÝóåéò, ïé äýï áõôÝò Ýííïéåò óõíäÝïíôáé.
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Óôï áêüëïõèï èåþñçìá èá áíáäåßîïõìå ôçí ìéá ðëåõñÜ áõôÞò ôçò äéáóýíäåóçò. Èá
õðïèÝóïõìå ïôé ç ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá Ý÷åé åðéðëÝïí ãéíüìåíá, åðéëÝãïíôáò
Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò èá äåßîïõìå üôé ç óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá, ãéá ôï áíôé-
êåßìåíï áõôü, äßíåôáé ùò ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá êáôÜëëçëï ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíï
åíäïóõíáñôçôÞ.

Èåþñçìá 5.1 Åóôù K ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá êáé Φ : K −→ K ðåðåñá-
óìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò. Ôüôå ç óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá ãéá Ýíá áíôé-
êåßìåíï K ôçò K åßíáé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ôïí ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíï åí-
äïóõíáñôçôÞ

Φ′(−)= = Φ(−)×K : K −→ K

Áðüäåéîç: Áðü ôçí Ðñüôáóç 4.6, õðÜñ÷åé åðßðåäï ìüäéï M ′ Ýôóé þóôå

Φ′ ∼= M ′ ⊗−

äçë. ï Φ′ ãñÜöåôáé (éóïäýíáìá) ùò óõíáñôçôÞò ôçò ìïñöÞò

M ′ ⊗− = M ⊗−×K : Flat(A ; Set) −→ Flat(A ; Set)

üðïõ M ôï áíôßóôïé÷ï åðßðåäï ìüäéï ôïõ åíäïóõíáñôçôÞ Φ.

Áí a; b äýï (ôõ÷áßá) ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìá óôïé÷åßá ôçò K , ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôïí éóïìïñöéóìü 4.10, ðñïêýðôåé

M ′(a; b) ∼= K (b;Φ(a)×K)
∼= K (b;Φ(a))×K (b;K)
∼= M(a; b)×K (b;K)
∼= M(a; b)× Flat(A ; Set)(y(b); K)
∼= M(a; b)×K(b)

ÄçëáäÞ, êÜèå óôïé÷åßï ôïõ åðßðåäïõ ìïäßïõ M ′ åßíáé ôçò ìïñöÞò:

(a
m9 b; x ∈ K(b))

üðïõ m ∈M(a; b).

Ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí óõìðëåãìÜôùí (âë. Ïñéóìü 4.11) ãéá ôï ìüäéï M ′, ôçí
ïðïßá óõìâïëßæïõìå

ComplexK(M ′)

Áðü ôçí ìïñöÞ ðïõ Ý÷ïõí ôá óôïé÷åßá ôïõ M ′, ç êáôçãïñßá ComplexK(M ′) Ý÷åé:
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• Áíôéêåßìåíá, óõìðëÝãìáôá ôçò ìïñöÞò

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0) (5.1)

üðïõ, ai ∈ A êáé xi ∈ K(ai), mi ∈M(ai+1; ai).

• Ìïñöéóìïýò, áêïëïõèéÝò ìïñöéóìþí fn : an −→ a′n ôçò A , Ýôóé þóôå

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 //

f2
��

(a1; x1) �
m1 //

f1
��

(a0; x0)

f0
��

: : : �
m′

3

// (a′2; x
′
2) �

m′
2

// (a′1; x
′
1) �

m′
1

// (a′0; x
′
0)

ôá áíôßóôïé÷á ôåôñÜãùíá ôïõ äéáãñÜììáôïò íá áíôéìåôáôßèåíôáé. Ëüãù ôçò ìïñöÞò
ôùí óõìðëåãìÜôùí ç áíôéìåôÜèåóç áõôÞ åðéâÜëëåé, ãéá êÜèå i ≥ 0, íá éó÷ýïõí ïé
éóüôçôåò

Kfi(xi) = x′i

ÕðïèÝôïíôáò ïôé ç êáôçãïñßá ComplexK(M ′) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç (ÓõíèÞêç Éó÷õñÞò
Åðéëõóéìüôçôáò), ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M ′ ⊗ − õðÜñ÷åé. Áí ôçí
óõìâïëßóïõìå ìå (K̂; �) áðü ôçí 5.2 ï öïñÝáò ôçò, K̂, èá åßíáé

K̂ = colim
(
ComplexK(M ′)op

pr
op

0 // A op Y // [A ; Set]
)

üðïõ, ãéá êÜèå a ∈ A

K̂(a) = [ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f
// a ]

éóïäýíáìá,

K̂(a) = [ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
f ·m1 // (a;Kf(x0)) ]

Ï áíôßóôïé÷ïò ìïñöéóìüò ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò, ãéá êÜðïéï a ∈ A , èá åßíáé ï
öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò

�a : K̂(a) −→ (M ′ ⊗ K̂)(a) =

∫ a′

M ′(a′; a)× K̂(a′)
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ðïõ áðåéêïíßæåé óôïé÷åßá ôçò ìïñöÞò

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f
// a ]

óå óôïé÷åßá

[ a1 �
m1 // a0

f
// a ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

ôïõ coend.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï èá ïñßóïõìå, Ýíá óõíáñôçôÞ áðü ôçí êáôçãïñßá K
óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíáëãåâñþí Coalg(Φ′) (C : K −→ Coalg(Φ′)), Ýíá öõóéêü ìåôá-
ó÷çìáôéóìü " : UC → idK êáé èá äåßîïõìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå óõíÜëãåâñá (X; e) ∈
Coalg(Φ′) åöïäéáóìÝíç ì'Ýíá ìïñöéóìü � : U(X; e) −→ K, õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöé-
óìüò óõíáëãåâñþí e] : (X; e) −→ C(K) ðïõ íá êáèéóôÜ ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá

U(X; e)
�

$$I
III

III
III

U(e])

��

K

U(C(K))

"K

::uuuuuuuuuu

áíôéìåôáèåôéêü.

Ïñßæïõìå ôïí óõíáñôçôÞ C : K −→ Coalg(Φ′) èÝôïíôáò,

C(K) := (K̂; �)

¸óôù ôõ÷áßá óõíÜëãåâñá (X; e):

K

X
e // Φ′(X) = Φ(X)×K

r
44jjjjjjjjjjj

p ))SSSSSSSSS

Φ(X)

(r; p åßíáé ïé äýï \ðñïâïëÝò" ôïõ ãéíïìÝíïõ).

Ïðüôå ïñßæïõìå ï ìïñöéóìüò � : X −→ K íá åßíáé ç óýíèåóç

� := r · e
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Ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò, áðïôéìçìÝíïò óôï áíôéêåßìåíï K, "K : U(C(K)) → K
ðñïêýðôåé áðü ôïí äïìéêü ìïñöéóìü ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò

K

K̂
� // Φ′(K̂) = Φ(K̂)×K

r′
55jjjjjjjjjj

p′ ))SSSSSSSSS

Φ(K̂)

ùò óýíèåóç
"K := r′ · �

Åöüóïí ç óõíÜëãåâñá (K̂; �) åßíáé ôåëéêÞ ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ Φ′, õðÜñ÷åé ìïíáäé-
êüò ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí e] : (X; e) −→ (K̂; �), ôÝôïéïò þóôå ôï äéÜãñáììá

X
e //

e]

��

Φ′(X) = Φ(X)×K

Φ′(e])=Φ(e])×K
��

K̂ �
// Φ′(K̂) = Φ(K̂)×K

íá áíôéìåôáôßèåôáé.
äçë.

(Φ(e])×K) · e = � · e] (1)

Ðáñáôçñïýìå üìùò, áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò

K
id // K

Φ(X)×K
Φ(e])×K

//

r
77oooooooooo

p &&MMMMMMMM Φ(K̂)×K

r′
77ooooooo

p′ &&
NNNNNN

Φ(X)
Φ(e])

// Φ(K̂)

üôé éó÷ýïõí ïé éóüôçôåò:

p′ · (Φ(e])×K) = Φ(e]) · p
r′ · (Φ(e])×K) = r

(2)

ÅðïìÝíùò, óõíäõÜæïíôáò ôéò éóüôçôåò (1) êáé (2) êáôáëÞãïõìå
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� = r · e (2)
= r′ · (Φ(e])×K) · e (1)

= r′ · � · e] = "K · e]

äçë. ôï äéÜãñáììá

U(X; e)
�

$$H
HHHHHHHH

U(e])

��

K

U(K̂; �)

"K

;;wwwwwwwww

áíôéìåôáôßèåôáé.

Ðüñéóìá 5.2 Áí Φ åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäïóõíáñôçôÞò óå ìéá
ôïðéêÜ ðåðåñáóìÝíá ðáñïõóéÜóéìç êáôçãïñßá K , ç óõí-åëåýèåñç óõíÜëãåâñá ãéá êÜèå
áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò õðÜñ÷åé.

Óôç óõíÝ÷åéá èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí óõí-åëåýèåñç óõíÜëãåâñá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
ç êáôçãïñßá K åßíáé áðëÜ ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáé ï åíäïóõíáñôçôÞò Φ : K −→ K ðå-
ðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò. Ôá óõìðëÝãìáôá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí êáôáóêåõÞ
èá åßíáé ôçò ìïñöÞò 5.1, ôá ïðïßá ïíïìÜæïõìå êáèïñéóìÝíá (pointed).

Ãéá ôï ëüãï áõôü äßíïõìå ôïí åîÞò ïñéóìü:

Ïñéóìüò 5.3 Áí M åßíáé Ýíá (åðßðåäï) ìüäéï êáé K ∈ K Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôç-
ãïñßáò, ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá

ComplexK(M)

ôùí M -êáèïñéóìÝíùí óõìðëåãìÜôùí óôï K ùò åîÞò:

1. Áíôéêåßìåíá, êáëïýìå ôáM -êáèïñéóìÝíá óõìðëÝãìáôá óôïK, ôá ïðïßá åßíáé áñéè-
ìÞóéìåò áëõóßäåò ôçò ìïñöÞò

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

üðïõ ôá ai áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá A êáé xi ∈ K(ai), mi ∈M(ai+1; ai).
Éóïäýíáìá, êÜèå óôïé÷åßï xi ãñÜöåôáé ùò xi : A (ai;−)→ K.
¸íá óýìðëåãìá, ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï áíôéêåßìåíï K, èá ôï óõìâïëßæïõìå ìå
(a•;m•)

K ãéá óõíôïìßá êáé èá ôï êáëïýìáé K-êáèïñéóìÝíï Þ áðëÜ êáèïñéóìÝíï
óýìðëåãìá.
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2. Ìïñöéóìïß áðü ôï (a•;m•)
K óôï (a′•;m

′
•)
K åßíáé áêïëïõèßåò ìïñöéóìþí fn : an −→

a′n, ôéò ïðïßåò óõìâïëßæïõìå (f•), ôÝôïéåò þóôå üëá ôá ôåôñÜãùíá óôï áêüëïõèï
äéÜãñáììá

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 //

f2
��

(a1; x1) �
m1 //

f1
��

(a0; x0)

f0
��

: : : �
m′

3

// (a′2; x
′
2) �

m′
2

// (a′1; x
′
1) �

m′
1

// (a′0; x
′
0)

íá áíôéìåôáôßèåíôáé êáé åðßóçò íá éó÷ýåé üôé

Kfi(xi) = x′i

ãéá êÜèå i ≥ 0.

Èåþñçìá 5.4 ¸óôù K ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá êáé K ∈ K , ôüôå ç óõí-
åëåýèåñç óõíÜëãåâñá ãéá ôïí åíäïóõíáñôçôÞ M⊗− óôï K õðÜñ÷åé, õðü ôçí ðñïûðüèåóç
ïôé ç êáôçãïñßá ComplexK(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç.

Áðüäåéîç: Èá êáôáóêåõÜóïõìå ôçí óõí-åëåýèåñç óõíÜëãåâñá óå äéáöïñåôéêÜ âÞìáôá.

ÂÞìá 1: Ïñéóìüò ôçò óõíÜëãåâñáò (K̂; �). Ïñßæïõìå, ï óõíáñôçôÞò K̂ : A → Set íá
åßíáé ôï óõíüñéï (

ComplexK(M)
)op pr

op

0 // A op Y // [A ; Set] (5.2)

Áðü ôçí õðüèåóç ìáò, ï óõíáñôçôÞò K̂ : A → Set åßíáé åðßðåäïò, óõãêåêñéìÝíá åßíáé
öéëôñáñéóìÝíï óõíüñéï áíáðáñáóôÜóéìùí.

Óôïé÷åßï ôïõ K̂(a) åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ óõíïñßïõ ôùí áíáðáñáóôÜóéìùí óõíáñôç-
ôþí A (ai0;−) áðïôéìçìÝíï óôï a, üðïõ ôï ai0 \äéáôñÝ÷åé ôï óýíïëï ôùí êåöáëþí" ôùí
óõìðëåãìÜôùí ôçò ComplexK(M). ÊáôÜ óõíÝðåéá, êÜèå óôïé÷åßï åßíáé ìéá êëÜóç éóïäõ-
íáìßáò ôçò ìïñöÞò [f : ai0 → a], ãéá êÜðïéï i, üðïõ äýï ôÝôïéåò êëÜóåéò éóïýíôáé

[f : ai0 → a] = [g : aj0 → a]

áí õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá êáé ìïñöéóìïß óõìðëåãìÜôùí

: : : � // (ai1; x
i
1) �

mi
1 // (ai0; x

i
0)

: : : � // (ak1; x
k
1) �

mk
1 //

f1
99sssssssss

g1
%%J

JJJJJJJJ
(ak0; x

k
0)

f0
99sssssssss

g0
%%J

JJJJJJJJ

: : : � // (aj1; x
j
1) �

m
j
1 // (aj0; x

j
0)
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Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá,

ai0
f

��<
<<

<<
<<

<

ak0

f0

@@�������

g0
��=

==
==

==
a

aj0

g

AA��������

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

Ãéá íá ôïíßóïõìå ôçí åîÜñôçóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõ K̂(a) áðü ôá óõìðëÝãìáôá, èá ôá
áíáðáñéóôïýìå ùò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò:

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f
// a ]

ïé ïðïßåò éóïäýíáìá ãñÜöïíôáé ùò

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
f@m1 // (a;Kf(x0)) ]

Ç éóïäõíáìßá áõôÞ ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé õðÜñ÷åé ðÜíôá ìïñöéóìüò óôçí ComplexK(M)
ôçò ìïñöÞò

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
f@m1 // (a;Kf(x0))

: : : �
m3 // (a2; x2)

id

OO

�
m2 // (a1; x1)

id

OO

�
m1 // (a0; x0)

f

OO

Ç äñÜóç ôïõ óõíáñôçôÞ K̂ ó'Ýíá ìïñöéóìü h : a→ a′ äßíåôáé ùò åîÞò:

K̂(h) : K̂(a)→ K̂(a′)

óôÝëíåé ôï óôïé÷åßï

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f
// a ] ∈ K̂(a)

óôï óôïé÷åßï

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

h◦f
// a′ ] ∈ K̂(a′)

120



ÓÕÍÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÓÕÍÁËÃÅÂÑÅÓ ÓÅ ÐÑÏÓÉÔÅÓ ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ 121

I Ï óõíáñôçôÞò K̂ åßíáé öïñÝáò ìéáò äïìÞò Φ−óõíÜëãåâñáò � : K̂ →M ⊗ K̂.
Èá ïñßóïõìå ôçí äïìÞ ôçò óõíÜëãåâñáò � êáôÜ óçìåßï. Ãéá êÜèå a ∈ A , ïñßæåôáé ç
áðåéêüíéóç

�a : K̂(a) −→ (M ⊗ K̂)(a) =

∫ a′

M(a′; a)× K̂(a′)

ç ïðïßá óôÝëíåé ôç êëÜóç éóïäõíáìßáò

[ : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f
// a ]

óôï óôïé÷åßï

[ a1 �
m1 // a0

f
// a ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

ôïõ coend.

I Ç áðåéêüíéóç �a åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíç: ÕðïèÝôïõìå üôé äýï êëÜóåéò éóïäõíáìßáò éóïý-
íôáé

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ] = [ : : : �

n2 // (b1; y1) �
n1 // (b0; y0)

g
// a ]

ôüôå õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá êáé ìïñöéóìïß óõìðëåãìÜôùí

: : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)

: : : �
q2 // (c1; z1) �

q1 //

f1
99ttttttttt

g1
%%K

KKKKKKKK
(c0; z0)

f0
99sssssssss

g0
%%KKKKKKKKKK

: : : �
n2 // (b1; y1) �

n1 // (b0; y0)

Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá
a0

f

  @
@@

@@
@@

@

c0

f0
>>||||||||

g0
  @

@@
@@

@@
@ a

b0

g

??��������

íá áíôéìåôáôßèåôáé.
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ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôéò éóüôçôåò:

�a([ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ]) = [ a1 �

m1 // a0
f
// a ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

�a([ : : : �
n2 // (b1; y1) �

n1 // (b0; y0)
g
// a ]) = [ b1 �

n1 // b0
g
// a ; [ : : : �

n2 // (b1; y1)
id // b1 ]]

Ãéá íá äåßîïõìå ôï æçôïýìåíï áñêåß ôá äýï ðáñáðÜíù óôïé÷åßá ôïõ coend íá éóïýíôáé,
ðñÜãìá ðïõ óõìâáßíåé ëüãù ôùí éóïôÞôùí:

K̂f1([ : : : �
q2 // (c1; z1) ]) = [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]

K̂g1([ : : : �
q2 // (c1; z1) ]) = [ : : : �

n2 // (b1; y1)
id // b1 ]

êáé

f@m1@f1 = (f · f0)@q1 = (g · g0)@q1 = g@n1@g1

I Öõóéêüôçôá ôïõ �: Ãéá ôõ÷áßï ìïñöéóìü h : a −→ b, ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá:

K̂(a)
�a //

K̂(h)

��

∫ a′
M(a′; a)× K̂(a′)

R a′
M(a′;h)×K̂(a′)

��

K̂(b) �b
//
∫ a′

M(a′; b)× K̂(a′)

ÐñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõìå ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù äéáãñÜììáôïò åðéëÝ-
ãïõìå Ýíá óôïé÷åßï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ]

ôïõ K̂(a).
Ðáñáôçñïýìå ïôé ï �a óôÝëíåé ôï óôïé÷åßï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ]

óôï óôïé÷åßï

[ a1 �
m1 // a0

f
// a ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]
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ôï ïðïßï áðåéêïíßæåôáé, ìÝóù ôïõ
∫ a′

M(a′; h)× K̂(a′), óôï óôïé÷åßï

[ a1 �
m1 // a0

h·f
// b ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï K̂(h) óôÝëíåé ôï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ]

óôï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a h // b ]

ôï ïðïßï, ìÝóù ôïõ �b, áðåéêïíßæåôáé åðßóçò óôï óôïé÷åßï

[ a1 �
m1 // a0

h·f
// b ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

ÅðïìÝíùò, ìå ôçí áðüäåéîç ôçò öõóéêüôçôáò ôïõ � ïëïêëçñþíåôáé ï ïñéóìüò ôçò óõíÜëãå-
âñáò � : K̂ −→M ⊗ K̂.

ÂÞìá 2: Ïñéóìüò ôïõ ìïñöéóìïý "K : K̂ −→ K. ¼ðùò êáé ðñéí, èá ïñßóïõìå ôïí
ìïñöéóìü "K êáôÜ óçìåßï. Ãéá ôõ÷áßï áíôéêåßìåíï a ôçò A , ïñßæïõìå ôïí

"Ka : K̂(a) −→ K(a)

íá áðåéêïíßæåé ôï óôïé÷åßï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ] ∈ K̂(a)

óôï óôïé÷åßï
Kf(x0) ∈ K(a)

I ï "Ka åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò: Áðü ôçí éóüôçôá

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ] = [ : : : �

n2 // (b1; y1) �
n1 // (b0; y0)

g
// a ]
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õðÜñ÷åé åíäéÜìåóï óýìðëåãìá Ýôóé þóôå ôá áêüëïõèá äéáãñÜììáôá:

: : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)

: : : �
q2 // (c1; z1) �

q1 //

f1
99ttttttttt

g1
%%K

KKKKKKKK
(c0; z0)

f0
99sssssssss

g0
%%KKKKKKKKKK

: : : �
n2 // (b1; y1) �

n1 // (b0; y0)

êáé
a0

f

  @
@@

@@
@@

@

c0

f0
>>||||||||

g0
  @

@@
@@

@@
@ a

b0

g

??��������

íá áíôéìåôáôßèåíôáé.
ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé ç éóüôçôá

Kf(x0) = Kf(Kf0(z0)) = Kg(Kg0(z0)) = Kg(y0)

ç ïðïßá ìáò äßíåé ôï æçôïýìåíï.

I Öõóéêüôçôá ôïõ "K: ¸óôù h : a −→ b ôõ÷áßïò ìïñöéóìüò, èá äåßîïõìå ôçí áíôéìåôá-
èåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò

K̂(a)
"a //

K̂(h)
��

K(a)

K(h)

��

K̂(b) "b
// K(b)

Áðïäåéêíýåôáé Üìåóá üôé êáé ïé äýï \äñüìïé" óôÝëíïõí ôï óôïé÷åßï

[ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ] ∈ K̂(a)

óôï ßäéï óôïé÷åßï
K(h · f)(x0) ∈ K(b)
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ÂÞìá 3: Óôï ôåëåõôáßï âÞìá èá áðïäåßîïõìå, äïèÝíôïò åíüò ìïñöéóìïý

� : U(X; e) −→ K

ôçí ýðáñîç ìïíáäéêïý ìïñöéóìïý óõíáëãåâñþí

e] : (X; e) −→ (K̂; �)

ï ïðïßïò íá êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

U(X; e)
�

$$H
HHHHHHHH

U(e])

��

K

U(K̂; �)

"

;;wwwwwwwww

(5.3)

áíôéìåôáèåôéêü.

I¾ðáñîç ôïõ e]: Ãéá ôõ÷áßá óõíÜëãåâñá e : X −→M⊗X, üðïõX åðßðåäïò óõíáñôçôÞò,
ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

e]a : X(a) −→ K̂(a)

ãéá êÜèå a ∈ A , ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï.

Áðü ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ óõíáñôçôÞ X õðÜñ÷åé óôïé÷åßï x ∈ X(a). Áðïôéìþíôáò ôçí
óõíÜëãåâñá e óôï a ∈ A ðñïêýðôåé ìïñöéóìüò ea : X(a) −→ (M⊗X)(a) ðïõ áðåéêïíßæåé
ôï x ∈ X(a) óôï óôïé÷åßï

ea(x) = [ a1 �
m1 // a ; x1 ∈ X(a1)]

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäá äéáäéêáóßá ãéá ôï óôïé÷åßï x1 ∈ X(a1), Ý÷ïõìå üôé

ea1(x1) = [ a2 �
m2 // a1 ; x2 ∈ X(a2)]

Ì'áõôü ôïí ôñüðï êáôáóêåõÜæïõìå óýìðëåãìá

: : : �
m3 // a2 �

m2 // a1 �
m1 // a
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ìáæß ìå ìéá áêïëïõèßá (xn)n∈N, üðïõ xn ∈ X(an). ÄçëáäÞ, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá e-
resolution ôïõ x ∈ X(a) (âë. Ïñéóìü 4.16) êáé ôï óõìâïëßæïõìå

res(x)

Ï ìïñöéóìüò � åßíáé ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò

� : X −→ K

óõíåðþò, ãéá êÜèå xi ∈ X(ai), i ≥ 0, ðñïêýðôåé áêïëïõèßá óôïé÷åßùí

�a1(x1) ∈ K(a1) ; �a2(x2) ∈ K(a2) ; �a3(x3) ∈ K(a3) ; : : :

ç ïðïßá, óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ïñßæåé resolution ðÜíù áðü ôï K (resK(x)).
×ñçóéìïðïéþíôáò ôï, èÝôïõìå

e]a(x) := [resK(x)] = [ : : : �
m3 // (a2; �a2(x2)) �

m2 // (a1; �a1(x1)) �
m1 // (a; �a(x)) id // a ]

(5.4)

Óôç óõíÝ÷åéá ðñÝðåé íá åðáëçèåýóïõìå üôé ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé áíåîÜñôçôïò áðï ôçí
åðéëïãÞ ôïõ resolution. Ç áðüäåéîç åßíáé ìéá Üìåóç åöáñìïãÞ ôïõ ËÞììáôïò 5.9 ôïõ
[Le]. Ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò èá áíáöÝñïõìå ôçí áðüäåéîç ðñïóáñìïóìÝíç óôá äéêÜ ìáò
äåäïìÝíá.
ÕðïèÝôïõìå ôçí ýðáñîç äýï resolution ôïõ x:

resK1 (x) = : : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a; x)

resK2 (x) = : : : �
m′

3 // (a′2; x
′
2) �

m′
2 // (a′1; x

′
1) �

m′
1 // (a; x)

(5.5)

ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé éó÷ýåé ç éóüôçôá

[ a1 �
m1 // a ; x1 ∈ X(a1)] = [ a′1 �

m′
1 // a ; x′1 ∈ X(a′1)]

Üñá, áðü ôï [Le] ËÞììá 3.2, õðÜñ÷åé áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

b1
f1

��

f ′1

��

a1

rA
AA

m1   A
AA

a′1
/}}

}

m′
1~~}}

}

a

(5.6)
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ìáæß ì'Ýíá óôïé÷åßï y1 ∈ X(b1), ôÝôïéï þóôå Xf1(y1) = x1 êáé Xf ′1(y1) = x′1.

Óôï äéêü ìáò ðëáßóéï ôá (5.5) êáé (5.6) ðáßñíïõí ôç ìïñöÞ:

: : : �
m3 // (a2; �a2(x2)) �

m2 // (a1; �a1(x1)) �
m1 // (a; �a(x))

: : : �
m′

3 // (a′2; �a′2(x
′
2)) �

m′
2 // (a′1; �a′1(x

′
1)) �

m′
1 // (a; �a(x))

(5.7)

(b1; �b1(y1))
f1

yy

f ′1

%%

(a1; �a1(x1))

|L
LLLL

m1
%%LLLLL

(a′1; �a′1(x
′
1)

(sss
ss

m′
1yysss

ss

(a; �a(x))

(5.8)

ìå ôçí éäéüôçôá, Kf1(�b1(y1)) = �a1(x1) êáé Kf ′1(�b1(y1)) = �a′1(x
′
1).

Ôï ôåëåõôáßï ðñïêýðôåé áðï ôç öõóéêüôçôá ôïõ � êáé áðü ôéò éóüôçôåò Xf1(y1) = x1 êáé
Xf ′1(y1) = x′1.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ

X(b1)
�b1 //

Xf1
��

K(b1)

Kf1
��

X(a1)
�a1

// K(a1)

ãéá y1 ∈ X(b1), Ý÷ïõìå

Kf1(�b1(y1)) = �a1(Xf1(y1)) = �a1(x1)

Óêïðüò ìáò åßíáé íá äåßîïõìå üôé ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò[
resK1 (x)

]
= [ : : : �

m3 // (a2; �a2(x2)) �
m2 // (a1; �a1(x1)) �

m1 // (a; �a(x)) id // a ][
resK2 (x)

]
= [ : : : �

m′
3 // (a′2; �a′2(x

′
2)) �

m′
2 // (a′1; �a′1(x

′
1)) �

m′
1 // (a; �a(x)) id // a ]

éóïýíôáé.
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Ãéá ôï ëüãï áõôü èá êáôáóêåõÜóïõìå, ìå åðáãùãÞ, Ýíá äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò

: : : �
m4 // (a3; �a3(x3)) �

m3 // (a2; �a2(x2)) �
m2 // (a1; �a1(x1))

|L
LLLL
m1

&&LLLLL

: : : �
l3 // (b2; �b2(y2)) �

l2 //

f2
88ppppppppppp

f ′2 &&NNNNNNNNNN
(b1; �b1(y1)) �

m1@f1=m′
1@f ′1 //

f1
88ppppppppppp

f ′1 &&NNNNNNNNNN
(a; �a(x))

: : : �
m′

4 // (a′3; �a′3(x
′
3)) �

m′
3 // (a′2; �a′2(x

′
2)) �

m′
2 // (a′1; �a′1(x

′
1))

'rrrrr m′
1

99rrrrr

óôçí ComplexK(M).

Ôï ðñþôï âÞìá, ãéá k = 1, éó÷ýåé ëüãù ôïõ äéáãñÜììáôïò (5.8).
Ãéá ôï åðáãùãéêü âÞìá, k = n, õðïèÝôïõìå ïôé Ý÷ïõìå êáôáóêåõÜóåé ôá bn; fn; f

′
n êáé

�bn(yn), ïðüôå ðñïêýðôåé ôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

(an; �an(xn)) �
mn // : : : �

m2 // (a1; �a1(x1))

|L
LLLL
m1

&&LLLLL

(bn; �bn(yn)) �
ln //

fn
77ppppppppppp

f ′n &&NNNNNNNNNNN
: : : �

l2 // (b1; �b1(y1)) �
m1@f1=m′

1@f ′1 //

f1
88qqqqqqqqqqq

f ′1 &&MMMMMMMMMM
(a; �a(x))

(a′n; �a′n(x
′
n)) �

m′
n // : : : �

m′
2 // (a′1; �a′1(x

′
1))

'rrrrr m′
1

99rrrrr

(5.9)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜëãåâñá e : X −→ M ⊗ X êáé ôï óôïé÷åßï yn ∈ X(bn)
óõìðåñáßíïõìå üôé

ebn(yn) = [ c �
q
// bn ; z ∈ X(c)]

ôï ïðïßï ìáò äßíåé Ýíá óôïé÷åßï �c(z) ∈ K(c).

¸ôóé ôï äéÜãñáììá (5.9) ãßíåôáé,

(an+1; �an+1(xn+1)) �
mn+1// (an; �an(xn)) �

mn // : : : �
m2 // (a1; �a1(x1))

|L
LLLL
m1

&&LLLLL

(c; �c(z)) �
q
// (bn; �bn(yn)) �

ln //

fn
66mmmmmmmmmmmmm

f ′n ((QQQQQQQQQQQQQ
: : : �

l2 // (b1; �b1(y1)) �
m1@f1=m′

1@f ′1 //

f1
88qqqqqqqqqqq

f ′1 &&MMMMMMMMMM
(a; �a(x))

(a′n+1; �a′n+1
(x′n+1)) �

m′
n+1// (a′n; �a′n(x

′
n)) �

m′
n // : : : �

m′
2 // (a′1; �a′1(x

′
1))

'rrrrr m′
1

99rrrrr

(5.10)
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Ç öõóéêüôçôá ôïõ ìïñöéóìïý e

X(bn)
"bn //

Xfn
��

(M ⊗X)(bn)

(M⊗X)(fn)
��

X(an) "an
// (M ⊗X)(an)

åîáóöáëßæåé ôçí éó÷ý ôùí éóïôÞôùí:

[ an+1 �
mn+1 // an ; xn+1 ∈ X(an+1)] = ean(xn) = ean(Xfn(yn)) = (M ⊗X)(fn)(ebn(yn)

= [ c �
fn@q
// an ; z ∈ X(c)]

Åöáñìüæïíôáò îáíÜ ôï ËÞììá 3.2 ôïõ [Le], ðáßñíïõìå ôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

d
g

��

h

##
c

q@
@@

fn@q   @
@@

an+1

+www
mn+1{{www

an

(5.11)

ìáæß ì'Ýíá óôïé÷åßï w ∈ X(d) ôÝôïéï þóôå Xg(w) = z êáé Xh(w) = xn+1.

¼ðùò êáé ðñéí, ôï óôïé÷åßï �d(w) áíÞêåé óôï K(d) êáé áðü ôçí öõóéêüôçôá ôïõ � ôá
äéáãñÜììáôá

X(d)
�d //

Xh

��

K(d)

Kh

��

X(an+1)
�an+1

// Kan+1

X(d)
�d //

Xg

��

K(d)

Kg

��
X(c)

�c

// Kc

áíôéìåôáôßèåíôáé.

ÅðéðëÝïí, éó÷ýïõí ïé éóüôçôåò

Kh(�d(w)) = �an+1(Xh(w)) = �an+1(xn+1) ; Kg(�d(w)) = �c(Xg(w)) = �c(z) (5.12)

Ïðüôå áðü ôéò ó÷Ýóåéò (5.11) êáé (5.12) ðñïêýðôåé Üìåóá ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ
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äéáãñÜììáôïò:

(an+1; �an+1(xn+1))

�S
SSSSSS
mn+1

))SSSSSSS

(d; �d(w))

h
66lllllllllllll

g

��

(an; �an(xn))

(c; �c(z)) �
q
// (bn; �bn(yn))

fn

55kkkkkkkkkkkkkk

(5.13)

Åöáñìüæïíôáò ôçí öõóéêüôçôá ôïõ "K ãéá ôïí ìïñöéóìü f ′n : bn −→ a′n êáé áêïëïõ-
èþíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, ðñïêýðôåé áíôßóôïé÷á ôï äéÜãñáììá

(a′n+1; �a′n+1
(x′n+1))

�R
RRRRRR
m′
n+1

))RRRRRRR

(d′; �′d(w
′))

h′
66lllllllllllll

g′

��

(a′n; �a′n(x
′
n))

(c; �c(z)) �
q

// (bn; �bn(yn))
f ′n

55llllllllllllll

(5.14)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðñïçãïýìåíá, ôï äéÜãñáììá (5.10) ãßíåôáé

(an+1; �an+1(xn+1)) �
mn+1// (an; �an(xn)) �

mn // : : :

(d; �d(w))

h
66nnnnnnnnnnnn

g

��

(c; �c(z)) �
q
// (bn; �bn(yn)) �

ln //

fn

=={{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{

f ′n

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
: : :

(d′; �d′(w
′))

g′

OO

h′ ((PPPPPPPPPPPP

(a′n+1; �a′n+1
(x′n+1)) �

m′
n+1// (a′n; �a′n(x

′
n)) �

m′
n // : : :

(5.15)
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Åðßóçò áðü ôá äéáãñÜììáôá (5.11), (5.14), Ýðåôáé ç éóüôçôá

Xg(w) = z = Xg′(w′)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá êáé ëüãù ôçò åðéðåäüôçôáò ôïõ óõíáñôçôÞ X õðÜñ÷åé, áíôé-
êåßìåíï bn+1 ôçò êáôçãïñßáò A åöïäéáóìÝíï ìå äýï ìïñöéóìïýò k : bn+1 −→ d ; k′ :
bn+1 −→ d′, êáé Ýíá óôïé÷åßï yn+1 ∈ X(bn+1) Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé:

Xk(yn+1) = w ; Xk′(yn+1) = w′ ; g · k = g′ · k′

Ôá bn+1, yn+1 ðñïóäéïñßæïõí Ýíá óôïé÷åßï �bn+1(yn+1) ∈ Kbn+1 êáé ëüãù öõóéêüôçôáò
ôïõ �, áðü ôá áíôßóôïé÷á äéáãñÜììáôá

X(bn+1)
�bn+1 //

X(k)

��

K(bn+1)

K(k)

��

X(d)
�d

// K(d)

X(bn+1)
�bn+1 //

X(k′)
��

K(bn+1)

K(k′)
��

X(d′)
�d′
// K(d′)

ðñïêýðôïõí ïé éóüôçôåò:

K(k)(�bn+1(yn+1)) = �d(Xk(yn+1)) = �d(w) ; K(k′)(�bn+1(yn+1)) = �d′(Xk′(yn+1)) = �d′(w
′)

ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôï åîÞò áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

(an+1; �an+1(xn+1)) �
mn+1// (an; �an(xn)) �

mn // : : :

(d; �d(w))

h
66nnnnnnnnnnnn

g

��

(bn+1; �bn+1(yn+1)

k

77nnnnnnnnnnnn

k′

''PPPPPPPPPPPP

fn+1

33

f ′n+1
++

�
ln+1

++

(c; �c(z)) �
q
// (bn; �bn(yn)) �

ln //

fn

=={{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{

f ′n

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC
: : :

(d′; �d′(w
′))

g′

OO

h′ ((PPPPPPPPPPPP

(a′n+1; �a′n+1
(x′n+1)) �

m′
n+1

// (a′n; �a′n(x
′
n)) �

m′
n

// : : :

(5.16)

óôï ïðïßï Ý÷ïõìå èÝóåé fn+1 := h · k ; f ′n+1 := h′ · k′ ; ln+1 = q@(g · k), ìå ôï ïðïßï
ïëïêëçñþíåôáé ç åðáãùãÞ.
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Ì'áõôü ôïí ôñüðï äåß÷íïõìå ïôé ï ìïñöéóìüò e] åßíáé êáëÜ ïñéóìÝíïò.

I Öõóéêüôçôá ôïõ e]: Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí öõóéêüôçôá ôïõ e] åðéëÝãïõìå ôõ÷áßï
ìïñöéóìü h : a −→ b êáé èåùñïýìå ôï ôåôñÜãùíï

X(a)
e
]
a //

X(h)

��

K̂(a)

K̂(h)
��

X(b)
e
]
b

// K̂(b)

ôï ïðïßï èÝëïõìå íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

ÅðéëÝãïíôáò ôõ÷áßï óôïé÷åßï x ∈ X(a) ðáñáôçñïýìå,
O \åðÜíù äñüìïò" áðåéêïíßæåé ôï x:

x
e
]
a7−→ [ : : : �

m2 // (a1; �a1(x1)) �
m1 // (a; �a(x)) id // a ]

K̂(h)7−→ [ : : : �
m2 // (a1; �a1(x1)) �

m1 // (a; �a(x)) h // b ]

= [ : : : �
m2 // (a1; �a1(x1)) �

h@m1 // (b;Kh(�a(x))) ]

åíþ ï \êÜôù äñüìïò":

x
X(h)7−→ Xh(x)
e
]
b7−→ [ : : : �

n2 // (b1; �b1(y1)) �
n1 // (b; �b(Xh(x))) id // b ]

Ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôç öõóéêüôçôá ôïõ � éó÷ýåé:

�b(Xh(x)) = Kh(�a(x))

Åðßóçò, ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò

X(a)
ea //

X(h)

��

(M ⊗X)(a)

(M⊗X)(h)

��

X(b) eb
// (M ⊗X)(b)

äßíåé

eb(Xh(x)) = [ a1 �
h@m1 // b ; x1 ∈ X(a1)]
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Óõíåðþò, ðñïêýðôåé ç éóüôçôá

[ : : : �
m2 // (a1; �a1(x1)) �

h@m1// (b;Kh(�a(x))) ] = [ : : : �
n2 // (b1; �b1(y1)) �

n1 // (b; �b(Xh(x))) id // b ]

ìå ôçí ïðïßá áðïäåéêíýåôáé ç öõóéêüôçôá ôïõ e].

I Ï e] åßíáé ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí: Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå ðñÝðåé ôï äéÜãñáììá

X
e //

e]

��

(M ⊗X)

M⊗e]
��

K̂(a) �a
// (M ⊗ K̂)(a)

íá áíôéìåôáôßèåôáé.

ÐñÜãìáôé, ãéá êÜèå a ∈ A , áðü ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ X õðÜñ÷åé x ∈ Xa ôÝôïéï þóôå

(M ⊗ e])a(ea(x)) = (M ⊗ e])a([ a1 �
m1 // a ; x1 ∈ X(a1)])

= [ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m2 // (a1; �a1(x1))
id // a1 ]]

êáé
�a(e

]
a(x)) = �a([res

K(x)])

= [ a1 �
m1 // a ; [ : : : �

m2 // (a1; �a1(x1))
id // a1 ]]

üðïõ åðéëÝãïõìå ôï resolution ôïõ x íá åßíáé ôï res(x) = ( : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a; x) ).

I Ôï äéÜãñáììá (5.3) áíôéìåôáôßèåôáé: Èá áðïäåßîïõìå ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ
äéáãñÜììáôïò êáôÜ óçìåßï. ¸óôù a áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò A êáé óôïé÷åßï x ∈
X(a). Ôüôå ôï äéÜãñáììá, ðïõ Ý÷åé ðëÝïí ôç ìïñöÞ,

X(a)
�a

##G
GG

GG
GG

GG

e
]
a

��

K(a)

K̂(a)

"a

;;xxxxxxxx
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áíôéìåôáôßèåôáé, åöüóïí

"a(e
]
a(x)) = "a([ : : : �

m2 // (a1; �a1(x1)) �
m1 // (a; �a(x)) id // a ]) = Kida(�a(x)) = idK(a)(�a(x)) = �a(x)

I O e] åßíáé ï ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá (5.3) áíôéìåôáôéêü: Áò
õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ÷åé ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí � : (X; e) −→ (K̂; �) ôÝôïéïò þóôå ôï
äéÜãñáììá

U(X; e)
�

$$H
HHHHHHHH

U(�)

��

K

U(K̂; �)

"

;;wwwwwwwww

(5.17)

íá áíôéìåôáôßèåôáé. Èá äåßîïõìå üôé � = e].

¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò èá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá êáôÜ óçìåßï. Ãéá x ∈ X(a) ôï
�a(x) åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ K̂(a), ïðüôå õðïèÝôïõìå üôé áíáðáñßóôáôáé ùò

�a(x) = [ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ] (5.18)

üðïõ xi ∈ K(ai) ; i ≥ 0. Åíþ ôï óôïé÷åßï e]a(x) ïñßæåôáé ìå ôçí âïÞèåéá åíüò resolution,
ôçò ìïñöÞò (5.4), ùò

e]a(x) = [ : : : �
n3 // (b2; �b2(y2)) �

n2 // (b1; �b1(y1)) �
n1 // (a; �a(x)) id // a ] (5.19)

Èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá åíäéÜìåóï K-êáèïñéóìÝíï óýìðëåãìá, ìåôáîý ôùí äýï ðïõ åì-
öáíßæïíôáé óôéò (5.18) êáé (5.19), ìáæß ìå êáôÜëëçëïõò ìïñöéóìïýò áðïäåéêíýïíôáò Ýôóé
ôçí éóüôçôá

e]a(x) = �a(x)

Áðü ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ (5.17) Ý÷ïõìå ôéò éóüôçôåò:

Kf(x0) = "aU�a(x) = �a(x)
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ïé ïðïßåò ìáò åðéôñÝðïõí íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï æçôïýìåíï K-êáèïñéóìÝíï óýìðëåãìá
ìáæß ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ìïñöéóìïýò óå \âÜèïò" 0. ÓõãêåêñéìÝíá,

(a0; x0)
f

$$II
III

II

(a0; x0)

id 77oooooo

f ''OOOOOO
// a

(a; �a(x))
id

::uuuuuuu

ÐñïêåéìÝíïõ íá ðñï÷ùñÞóïõìå ôçí êáôáóêåõÞ óå âÜèïò k > 0, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
âïçèçôéêÜ ôï áêüëïõèï ËÞììá.

ËÞììá 5.5 Áò õðïèÝóïõìå üôé óôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

X(a)
ea //

�a

��

(M ⊗X)(a)

M⊗�a
��

K̂(a) �a
// (M ⊗ K̂)(a)

(5.20)

ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé ï � åßíáé ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí, ôá óôïé÷åßá �a(x),
ea(x) åßíáé ôçò ìïñöÞò:

�a(x) = [ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ]

êáé
ea(x) = [ b �

n // a ; y ∈ X(b)]

Ôüôå õðÜñ÷ïõí ìïñöéóìïß \âÜèïõò" 1 ìåôáîý K-êáèïñéóìÝíùí óõìðëåãìÜôùí, (óõíå÷Þ
âÝëç)

(a2; x2) �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f

$$II
III

II

(d′; w′)

88

� //

&&

� // (d1; w1) � //

77oooooo

''

��?
??

??
??

??
??

?
(a0; x0)

id 77nnnnnn

f

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
a

(c′; z′) � // (c; z)

(b; �b(y)) �
n // (a; �a(x))

id

CC������������

êáèþò êáé ìéá åðÝêôáóç ôïõ äéáãñÜììáôïò áðïôåëïýìåíç áðü Ýíá Üëëï æåýãïò ìïñöéóìþí
\âÜèïõò" 1 (äéáêåêïììÝíá âÝëç).
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Óçìåßùóç 5.6 Ôï \äéáêåêïììÝíï" ìÝñïò ôïõ äéáãñÜììáôïò èá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ùò ìÝóï ãéá íá åðåêôåßíïõìå ôïõò ìïñöéóìïýò áðü \âÜèïò" 1 óôï Üðåéñï.

Áðüäåéîç: (ôïõ ËÞììáôïò).
Ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò (5.20) ìáò äßíåé ôéò éóüôçôåò:

M ⊗ �a)(ea(x)) = (M ⊗ �a)([ b �
n // a ; y ∈ X(b)]

= [ b �
n // a ; �b(y)]

êáé

�a�a(x) = �a([ : : : �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f
// a ])

= �a([ : : : �
m2 // (a1; x1) �

f@m1 // (a; �a(x)) ])

= [ a1 �
f@m1// a ; [ : : : �

m2 // (a1; x1)
id // a1 ]]

Áðü ôï ËÞììá 3.2 ([Le]), õðÜñ÷åé äéÜãñáììá

c1
f1

~~

g1

��
a1

rB
BB

f@m1 !!B
BB

b
0~~

~
n��~~

~

a

(5.21)

ìáæß ì'Ýíá óôïé÷åßï

[ : : : �
q2 // (c1; z1)

id // c1 ] ∈ K̂(c1)

Ýôóé þóôå ïé éóüôçôåò

[ : : : �
q2 // (c1; z1)

f1 // a1 ] = [ : : : �
m2 // (a1; x1) ] (5.22)

êáé
[ : : : �

q2 // (c1; z1)
g1 // b1 ] = �b(y) ∈ K̂(b) (5.23)

íá éêáíïðïéïýíôáé.

Ôï óôïé÷åßï �b(y) ôïõ K̂(b), åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôçò ìïñöÞò

[ : : : �
n′4 // (b′′; y′′) �

n′3 // (b′; y′)
g′
// b ] = [ : : : �

n′4 // (b′′; y′′) �
g′@n′3 // (b;Kg′(y′)) ]

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ (5.17) óôï b, ðñïêýðôåé

Kg′(y′) = "b′U�b′(y
′) = �b′(y

′)
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ÐáñÜëëçëá, ç éóüôçôá (5.22) åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç åíäéÜìåóïõ (K-êáèïñéóìÝíïõ)
óõìðëÝãìáôïò, äçë.

: : : �
q3 // (c2; z2) �

q2 // (c1; z1)
f1

##F
FFFFFFFF

: : : �
r3 // (d2; w2) �

r2 //

l′2
99ssssssssss

l2 %%KKKKKKKKKK
(d1; w1)

l′1
99ssssssssss

l1 %%KKKKKKKKKK
a1

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1)

id

;;xxxxxxxxx

(5.24)

ÓõíäõÜæïíôáò ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôùí äéáãñáììÜôùí (5.24) êáé (5.21) ðñïêýðôåé ç
éóüôçôá

(f@m1) · l1
5:24
= (f@m1) · f1 · l′1

5:21
= (n@g1) · l′1

áðü ôçí ïðïßá ôï äéÜãñáììá

a1 �
m1 // a0

f

��?
??

??
??

?

d1 �
m1@l1 //

l1

>>}}}}}}}}

g1·l′1   @
@@

@@
@@

@
a0

id

>>}}}}}}}}

f
  @

@@
@@

@@
@ a

b �
n // a

id

??��������

áíôéìåôáôßèåôáé.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ðáñáðÜíù äéáãñÜììáôïò þóôå íá óõ-
ìðåñÜíïõìå ôçí áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ ìç-äéáêåêïììÝíïõ ìÝñïõò, ôïõ áñ÷éêïý äéáãñÜì-
ìáôïò,

(a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f

##G
GGGGGGGGG

(d1; w1) �
m1@l1 //

l1
88rrrrrrrrrr

g1·l′1 &&LLLLLLLLLL
(a0; x0)

id
88rrrrrrrrrr

f &&LLLLLLLLLL
a

(b; �b(y)) �
n // (a; �a(x))

id

;;wwwwwwwwww

(5.25)

Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñåéáæüìáóôå ôéò éóüôçôåò:

Kl1(w1) = x1
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(óõíÝðåéá ôçò áíôéìåôáèåôéêüôçôáò ôïõ \êÜôù ìÝñïõò" ôïõ äéáãñÜììáôïò (5.24)).
êáé

K(g1 · l′1)(w1) = Kg1(z1)

(áðü ôï \Üíù ìÝñïò" ôïõ äéáãñÜììáôïò (5.24)).

Ãéá íá ïëïêëçñùèåß ç áðüäåéîç ôçò áíôéìåôáèåôéêüôçôáò ôïõ äéáãñÜììáôïò (5.25), ìÝ-
íåé íá äåßîïõìå üôé

Kg1(z1) = �b(y)

ÐñÜãìáôé, áðü ôçí éóüôçôá (5.23) Ý÷ïõìå ôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

: : : �
q3 // (c2; z2) �

q2 // (c1; z1)
g1

""F
FF

FF
FF

FF
F

: : : �
s3 // (d2; w2) �

s2 //

h2

99ssssssssss

h′2 %%KKKKKKKKKK
(d1; w1)

h1

99rrrrrrrrrr

h′1 %%LLLLLLLLLL
b

: : : �
n′4

// (b′′; y′′) �
g′@n′3

// (b; �b(y))

id

<<xxxxxxxxxx

áðü ôï ïðïßï ðñïêýðôåé üôé

Kg1(z1) = Kg1(Kh1(w1)) = Kh′1(w1) = �b(y)

Ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ äéáêåêïììÝíïõ ìÝñïõò, ôïõ áñ÷éêïý äéáãñÜììá-
ôïò, ðñïêýðôåé Üìåóá áðï ôï äéÜãñáììá (5.24).

ÐñïêåéìÝíïõ ôþñá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï åíäéÜìåóï óýìðëåãìá, ìåôáîý ôùí óõ-
ìðëåãìÜôùí (5.18) êáé (5.19), ôï ïðïßï èá ìáò äþóåé ôï æçôïýìåíï, äçë. ôçí éóüôçôá
e]a(x) = �a(x), åöáñìüæïõìå ôï ËÞììá ðïõ ìüëéò áðüäåéîáìå óôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜ-
ãñáììá

X(a)
ea //

�a

��

(M ⊗X)(a)

M⊗�a
��

K̂(a) �a
// (M ⊗ K̂)(a)

üðïõ ôï óôïé÷åßï ea(x) áíáðáñßóôáôáé ùò

ea(x) = [ b1 �
n1 // a ; y1 ∈ X(b1)]
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Ïðüôå ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá

(a2; x2) �
m2 // (a1; x1) �

m1 // (a0; x0)
f

$$II
III

II

(d2; w2)

88

� //

&&

� // (d1; w1) � //

66nnnnnn

((

  B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
(a0; x0)

id 66mmmmmmm

f

!!D
DDDDDDDDDDDD

a

(c2; z2) � // (c1; z1)

(b1; �b1(y1)) �
n1 // (a; �a(x))

id

CC������������

(5.26)

áðü ôï ïðïßï êáôáóêåõÜæïõìå ôïí ðñþôï üñï åíüò resolution ôïõ x, ìáæß ìå Ýíá åíäéÜ-
ìåóï K-êáèïñéóìÝíï óýìðëåãìá \âÜèïõò" 1.

Åöáñìüæïíôáò ôï ËÞììá áêüìá ìßá öïñÜ ãéá ôï áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

X(b1)
eb1 //

�b1
��

(M ⊗X)(b1)

M⊗�b1
��

K̂(b1) �b1

// (M ⊗ K̂)(b1)

üðïõ

eb1(y1) = [ b2 �
n2 // b1 ; y2 ∈ X(b2)]

Ýðåôáé ôï äéÜãñáììá

: : : �
q3 // (c2; z2) �

q2 // (c1; z1)
g1

$$J
JJJJJJJJJJ

: : : � // (d1
2; w

1
2) � //

88ppppppppppp

&&NNNNNNNNNNN
(c1; z1)

id
77oooooooooooo

g1
''PPPPPPPPPPPP

b1

: : : � // (b2; �b2(y2)) �
n2

// (b1; �b1(y1))

id

::ttttttttttt

(5.27)

ôï ïðïßï ìáò äßíåé ôïí äåýôåñï üñï ôïõ resolution ôïõ x.
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ÅéóÜãïíôáò ôï äéÜãñáììá (5.27) óôï (5.26) ðñïêýðôåé ôï äéÜãñáììá:

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f

  @
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@

� // (d2; w2)

66nnnnnn
� //

((PPPPPP
� // (d1; w1) � //

55lllllll

))RRRRRRRR

��:
::

::
::

::
::

::
::

::
::

(a0; x0)

id 66mmmmmmm

f

��8
88

88
88

88
88

88
88

88
88

(c2; z2) � // (c1; z1)
g1

((QQQQQQQQQQ
a

(d1
2; w

1
2) � //

66nnnnnn

((PPPPPP
(c1; z1)

id
55llllllll

g1 ))RRRRRRRR b1

(b2; �b2(y2)) �
n2 // (b1; �b1(y1)) �

n1 //

id
66mmmmmmmmmm

(a; �a(x))

id

??~~~~~~~~~~~~~~

(5.28)

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ óõíáñôçôÞ K : A −→ Set óõìðëçñþíïõìå äéá-
ãñÜììáôá ôçò ìïñöÞò

(d2; w2)

&&MM
MMM

M

(c2; z2)

(d1
2; w

1
2)

88qqqqq

óå áíôéìåôáèåôéêÜ ôåôñÜãùíá

(d2; w2)

&&MM
MMM

M

(d2
2; w

2
2)

88

&&

(c2; z2)

(d1
2; w

1
2)

88qqqqqq

åðïìÝíùò ôï (5.28) ãßíåôáé,

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f

  @
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@

� // (d2; w2)

66nnnnnn
� //

((PPPPPP
� // (d1; w1) � //

55lllllll

))RRRRRRRR

��9
99

99
99

99
99

99
99

99
99

(a0; x0)

id 66mmmmmmm

f

��8
88

88
88

88
88

88
88

88
88

(d2
2; w

2
2)

88

&&

(c2; z2) � // (c1; z1)
g1

((QQQQQQQQQQ
a

(d1
2; w

1
2) � //

66nnnnnn

((PPPPPP
(c1; z1)

id
55llllllll

g1 ))RRRRRRRR b1

(b2; �b2(y2)) �
n2 // (b1; �b1(y1)) �

n1 //

id
66mmmmmmmmmm

(a; �a(x))

id

??~~~~~~~~~~~~~~

(5.29)
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Áí ôï áðëïðïéÞóïõìå êñáôþíôáò ìüíï ôï ôìÞìá ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé Ý÷ïõìå ôï æçôïýìåíï
åíäéÜìåóï óýìðëåãìá óå \âÜèïò" 2:

: : : �
m3 // (a2; x2) �

m2 // (a1; x1) �
m1 // (a0; x0)

f

$$II
III

II

(d2
2; w

2
2) � //

66nnnnnn

((PPPPPP
(d1; w1)

55lllllll

))RRRRRRR
a

: : : �
n3 // (b2; �b2(y2)) �

n2 // (b1; �b1(y1)) �
n1 // (a; �a(x))

id
::uuuuuuu

Óõíå÷ßæïíôáò ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðáßñíïõìå üëï ôï åíäéÜìåóï óýìðëåãìá êáé ì'áõôü ïëï-
êëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.4.

Áðü ôï ðáñáðÜíù Èåþñçìá Ýðåôáé ôï ðüñéóìá

Ðüñéóìá 5.7 Áí ç êáôçãïñßá ComplexK(M) åßíáé óõí-öéëôñáñéóìÝíç, ãéá êÜèå áíôé-
êåßìåíï K óôçí K , ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò U : Coalg(Φ) −→ K äÝ÷åôáé äåîéÜ ðñï-
óáñôçìÝíï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá êëåßóïõìå ôïí êýêëï ôçò äéáóýíäåóçò ìåôáîý ôçò ôåëéêÞò óõíÜëãå-
âñáò êáé ôçò óõíåëåýèåñçò óõíÜëãåâñáò, ðïõ Üíïéîå ìå ôï Èåþñçìá 5.1. Èá ðáñáèÝóïõìå
ôçí áðüäåéîç ãíùóôïý èåùñÞìáôïò óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá, õðü ðñïûðïèÝóåéò, ç ýðáñîç
ôåëéêÞò óõíÜëãåâñáò ðñïêýðôåé áðü ôçí óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá. ÓõãêåêñéìÝíá èá äåß-
îïõìå üôé ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá ìðïñåß íá ðáñèåß ùò óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá ôïõ ôåëéêïý
áíôéêåéìÝíïõ ôçò õðïêåßìåíçò êáôçãïñßáò.

Èåþñçìá 5.8 Èåùñïýìå ôçí ðåðåñáóìÝíá ðñïóéôÞ êáôçãïñßá K , ç ïðïßá õðïèÝôïõìå
üôé äÝ÷åôáé ôåëéêü áíôéêåßìåíï êáé Φ : K −→ K ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝíïò åíäï-
óõíáñôçôÞò. Áí ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò U : Coalg(Φ) −→ K äÝ÷åôáé äåîéÜ ðñïóáñôç-
ìÝíï, ç ôåëéêÞ óõíÜëãåâñá õðÜñ÷åé.

Áðüäåéîç: Ç ýðáñîç äåîéÜ ðñïóÜñôçìÝíïõ, ãéá ôïí óõíáñôçôÞ U , åîáóöáëßæåé üôé ãéá
êÜèå áíôéêåßìåíï K ∈ K õðÜñ÷åé ç óõíåëåýèåñç óõíÜëãåâñá. Áðü ôçí õðüèåóç üôé ç
êáôçãïñßá K Ý÷åé ôåëéêü áíôéêåßìåíï, 1 ∈ K , êáôáóêåõÜæïõìå ôçí óõíåëåýèåñç óõ-
íÜëãåâñá ãéá ôï áíôéêåßìåíï áõôü, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå (1̂; �).
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ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå óõíÜëãåâñá (K; e) åöïäéáóìÝíç ìå Ýíá ìïñöéóìü � : U(K; e) −→ 1,
õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí e† : (K; e) −→ (1̂; �), Ýôóé þóôå ôï äéÜãñáììá

U(K; e)
�

##G
GGGGGGGG

U(e†)

��

1

U(1̂; �)

"

;;xxxxxxxxx

íá áíôéìåôáôßèåôáé.
¼ìùò ôï áíôéêåßìåíï 1 åßíáé ôåëéêü ãéá ôçí êáôçãïñßá K . ¢ñá ãéá êÜèå óõíÜëãåâñá
(K; e) ∈ Coalg(Φ) õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò ìïñöéóìüò � : U(K; e) −→ 1, óõíåðþò êáé ìïíá-
äéêüò ïìïìïñöéóìüò óõíáëãåâñþí e† : (K; e) −→ (1̂; �). Ìå Üëëá ëüãéá ç óõíÜëãåâñá
(1̂; �) åßíáé ôï ôåëéêü áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò Coalg(Φ).

Óôï ôåëåõôáßï ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ýðáñîç ôçò óõí-åëåýèåñçò
óõíÜëãåâñáò ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç õðïêåßìåíç êáôçãïñßá K äåí åßíáé áðëÜ ðåðåñá-
óìÝíá ðáñïõóéÜóéìç, áëëÜ Scott-ðëÞñçò êáôçãïñßá.

Ðñüôáóç 5.9 ¸óôù K ìéá Scott-ðëÞñçò êáôçãïñßá êáé Φ ðåðåñáóìÝíá ðñïóäéïñéóìÝ-
íïò åíäïóõíáñôçôÞò ðÜíù áðü ôçí K , ôüôå õðÜñ÷åé ç óõí-åëåýèåñç óõíÜëãåâñá ãéá ôïí
Φ.

Áðüäåéîç: Áðü ôï Ðüñéóìá 5.7 ãßíåôáé óáöÝò üôé ìáò áñêåß ç êáôçãïñßá ComplexK(M)
íá åßíáé óõíöéëôñáñéóìÝíç, ãéá êÜèå K óôçí K .

¸óôù
D : D −→ ComplexK(M)

ðåðåñáóìÝíï äéÜãñáììá óôçí ComplexK(M), èá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç êþíïõ.

Ãéá ôõ÷áßï ìïñöéóìü d −→ d′ ∈ D Ý÷ïõìå ôï áíôßóôïé÷ï äéÜãñáììá

: : : �
md
n+1 // (adn; x

d
n) �

md
n //

��

(adn−1; x
d
n−1) �

md
n−1 //

��

: : :

: : : �
md′
n+1 // (ad

′
n ; x

d′
n ) �

md′
n // (ad

′
n−1; x

d′
n−1) �

md′
n−1 // : : :

(5.30)
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ôçò ComplexK(M).
Ðáñáôçñïýìå üôé ôá æåõãÜñéá (adi ; x

d
i ) ; (ad

′
i ; x

d′
i ), ãéá i ≥ 0, ìðïñïýí íá éäùèïýí ùò

óôïé÷åßá ôçò êáôçãïñßáò ôùí óôïé÷åßùí, ãéá ôïí óõíáñôçôÞ K : A −→ Set, elts(K).
¼ìùò ï óõíáñôçôÞò K åßíáé åðßðåäïò ðïõ óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå äýï (adi ; x

d
i ) ; (ad

′
i ; x

d′
i )

õðÜñ÷åé êþíïò (cospan) (ci; zi).
Áõôü Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá, êÜèå äéÜãñáììá

D
D−→ ComplexK(M)

pri−→ K

óôçí ComplexK(M) ôçò ìïñöÞò

(adi ; x
d
i )

��

(ci; zi)

pdi 88qqqqq

pd
′

i

&&MMMMM

(ad
′
i ; x

d′
i )

íá Ý÷åé êþíï óôçí êáôçãïñßá K .
Áðü ôçí éäéüôçôá ôçò Scott-ðëÞñïõò êáôçãïñßáò Ýðåôáé üôé ôï äéÜãñáììá Ý÷åé êþíï,

adi

��

li

@@����

��=
==

=

ad
′
i

Üñá õðÜñ÷åé ðáñáãïíôïðïßçóç hi : ci −→ li ðïõ ôï êáèéóôÜ

adi

��

ci

pdi

88ppppppppppppppp

pd
′

i &&NNNNNNNNNNNNNN
hi // li

??��������

��>
>>

>>
>>

>

ad
′
i

áíôéìåôáèåôéêü.
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Ôï ôåëåõôáßï äéÜãñáììá, óôçí êáôçãïñßá ComplexK(M) ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ

(adi ; x
d
i )

��

(ci; zi)

pdi

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

pd
′

i ++VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
hi // (li; Khi(zi))

77ppppppppppp

''NNNNNNNNNNN

(ad
′
i ; x

d′
i )

Ïðüôå ôï áñ÷éêü ìáò äéÜãñáììá (5.30) ãßíåôáé

: : : �
md
n+1 // (adn; x

d
n) �

md
n // (adn−1; x

d
n−1) �

md
n−1 // : : :

(ln; Khn(zn))

55kkkkkkkkkkkkkkk

))SSSSSSSSSSSSSSS
(ln−1; Khn−1(zn−1))

55kkkkkkkkkkkkkk

))RRRRRRRRRRRRRR

: : : �
md′
n+1 // (ad

′
n ; x

d′
n ) �

md′
n // (ad

′
n−1; x

d′
n−1) �

md′
n−1 // : : :

(ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò ðáñáëåßðïõìå ôïõò êÜèåôïõò ìïñöéóìïýò).

ÔÝëïò, áðü ôçí åðéðåäüôçôá ôïõ ìüäéïõ M ðñïêýðôïõí ôá áíôéìåôáèåôéêÜ äéáãñÜì-
ìáôá:

adn �
md
n // adn−1

ln � //

;;vvvvvvv

##G
GGGGG ln−1

88rrrrrr

%%LLLLLL

ad
′
n

�
md
n // ad

′
n−1

ìå ôá ïðïßá ïëïêëçñþíåôáé ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ êþíïõ

: : : �
md
n+1 // (adn; x

d
n) �

md
n // (adn−1; x

d
n−1) �

md
n−1 // : : :

: : : � // (ln; Khn(zn))

55kkkkkkkkkkkkkkk

))SSSSSSSSSSSSSSS
� // (ln−1; Khn−1(zn−1))

55kkkkkkkkkkkkkk

))RRRRRRRRRRRRRR
� // : : :

: : : �
md′
n+1 // (ad

′
n ; x

d′
n ) �

md′
n // (ad

′
n−1; x

d′
n−1) �

md′
n−1 // : : :
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óôçí ComplexK(M).
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