KathgorÐec gia Ĺmesh qrăsh

Panagăc Karazèrhc Tmăma Majhmatikÿn, Panepistămio Patrÿn 26500 PĹtra email: pkarazer@math.upatras.gr

2 IanouarÐou 2006

1 Oria kai sunìria genikĹ

To ginìmeno dÔo antikeimènwn A, B mèsa se mia kathgorÐa C orÐzetai wc èna antikeÐmeno C me tic exăc idiìthtec:

• UpĹrqei èna zeÔgoc morfismÿn p_A: C → A, p_B : C → B • An D eÐnai èna Ĺllo antikeÐmeno thc kathgorÐac, gia to opoÐo upĹrqoun morfismoÐ q_A: D → A, q_B : D → B, tìte upĹrqei ènac monadikìc morfismìc l: D → C ètsi ÿste p_A ∘ l = q_A kai p_B ∘ l = q_B .

ApodeiknÔetai polÔ eÔkola ìti èna antikeÐmeno me tic idiìthtec autèc, efìson upĹrqei, eÐnai monadikĹ prosdiorismèno mèqric isomorfismoÔ. Gia autìn to lìgo anaferìmaste se autì wc to ginìmeno A × B. Bèbaia, h qrăsh tou ìrou ’to ginìmeno A × B’ proôpojètei th mÐa epilogă anĹmesa se ìla ta isìmorfa antikeÐmena me autèc tic idiìthtec, prĹgma enoqlhtikì apì thn Ĺpoyh thc jemelÐwshc autÿn pou lème, ìmwc stic perissìterec oikeÐec periptÿseic èqoume mÐa kanonikă epilogă gia to ginìmeno. Etsi, gia parĹdeigma, sthn kathgorÐa Set twn sunìlwn (kai ìlwn twn sunartăsewn anĹmesĹ touc) to ginìmeno twn sunìlwn A, B, me thn parapĹnw ènnoia eÐnai to sunhjismèno kartesianì ginìmeno A × B = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B}. An h kathgorÐa mac eÐnai mia kathgorÐa algebrikÿn domÿn (me ìlouc touc omomorfismoÔc anĹmesĹ touc) tìte to ginìmeno dÔo antikeimènwn sthn kathgorÐa eÐnai pĹli to kartesianì ginìmeno twn duo domÿn me tic prĹxeic pou orÐzontai apì tic arqikèc katĹ shmeÐo, enÿ, an h kathgorÐa eÐnai aută twn topologikÿn qÿrwn (me ìlec tic suneqeÐc sunartăseic anĹmesĹ touc, wc morfismoÔc) tìte to ginìmeno dÔo antikeimènwn eÐnai xanĹ o qÿroc pou paÐrnetai an efodiĹsoume to kartesianì ginìmeno touc me thn topologÐa tou Tychonov (Sqìlio: h teleutaÐa aută kataskeuă den eÐnai tìso aplă ìso oi prohgoÔmenec. Sthn Ĺlgebra ta ìria kataskeuĹzontai aplĹ. H topologÐa eÐnai, me kĹpoia ènnoia, duðkă thc Ĺlgebrac. Ara ekeÐ ta sunìria èqoun èukolÿterh’ perigrafă apì ta ìria).

An èqoume dÔo antikeÐmena ki èna zeugĹri morfismÿn anĹmesĹ touc,

f, g: A ⇒ B

orÐzoume wc exiswtă twn f, g èna zeÔgoc (E, e: E → A), ìpou • f ∘ e = g ∘ e • An to zeugĹri (C, h: C → A) ikanopoieÐ th sqèsh f ∘ h = g ∘ h, tìte upĹrqei monadikìc morfismìc l: C → E tètoioc ÿste e ∘ l = h.

ApodeiknÔetai epÐshc polÔ eÔkola ìti èna antikeÐmeno me tic idiìthtec autèc, efìson upĹrqei, eÐnai monadikĹ prosdiorismèno mèqric isomorfismoÔ. Gia autìn to lìgo anaferìmaste se autì wc ton exiswtă twn f, g. Opwc parapĹnw, h qrăsh tou ìrou ì exiswtăc twn f, g’ proôpojètei mÐa epilogă anĹmesa se ìla ta isìmorfa antikeÐmena me autèc tic idiìthtec, ìmwc, epÐshc, stic perissìterec oikeÐec periptÿseic èqoume mÐa kanonikă epilogă gia ton exiswtă. Etsi, sthn kathgorÐa Set twn sunìlwn (kai ìlwn twn sunartăsewn anĹmesĹ touc) o exiswtăc twn f, g eÐnai to sÔnolo E = {a ∈ A|, f(a) = g(a)}. OmoÐwc, se kathgorÐec algebrikÿn domÿn oi exiswtèc dÐnontai apì thn Ĺlgebra pou prokÔptei an periorÐsoume tic prĹxeic thc domăc sto uposÔnolo pou tautÐzontai oi dÔo omomorfismoÐ.

ErmhneÔontac tic parapĹnw ènnoiec tou ginomènou dÔo antikeimènwn kai tou exiswtă dÔo morfismÿn thc kathgorÐac C sth duðkă kathgorÐa C^{op} paÐrnoume touc orismoÔc tou sun-ginomènou kai tou sunexiswtă, antÐstoiqa. Pio sugkekrimèna, to sun-ginìmeno dÔo antikeimènwn A kai B eÐnai èna antikeÐmeno C, gia to opoÐo:

• upĹrqei èna zeÔgoc morfismÿn i_A: A → C, i_B : B → C ètsi ÿste • an D eÐnai èna Ĺllo antikeÐmeno thc kathgorÐac, gia to opoÐo upĹrqoun morfismoÐ k_A: A → D, k_B: B → D, tìte upĹrqei ènac monadikìc morfismìc l: C → D ètsi ÿste l ∘ i_A = k_A kai l ∘ i_B = k_B.

Sthn kathgorÐa twn sunìlwn, eÔkola diapistÿnei kaneÐc, ìti to sun-ginìmeno dÐnetai apì th diazeugmènh ènwsh A ⊔ B. Sthn kathgorÐa eÐnaitwn topologikÿn qÿrwn to sun-ginìmeno dÔo antikeimènwn eÐnai xanĹ o qÿroc pou paÐrnetai an efodiĹsoume th diazeugmènh ènwsă touc me thn topologÐa

O(A ⊔ B) = {U ⊆ A ⊔ B| U ∩ A ∈ O(A), U ∩ B ∈ O(B)}

Omwc, se kathgorÐec algebrikÿn domÿn ta sun-ginìmena paÔoun na èqoun aplă perigrafă kai se kĹje perÐptwsh to sÔnolo forèac tou sun-ginomènou den eÐnai h diazugmènh ènwsh twn sunìlwn forèwn thc kajemiĹc domăc. Etsi, to sun-ginìmeno dÔo abelianÿn omĹdwn dÐnetai apì to eujÔ touc ginìmeno, enÿ to sun-ginìmeno dÔo antimetajetikÿn daktulÐwn (sthn kathgorÐa twn antimetajetikÿn daktulÐwn kai twn omomorfismÿn metaxÔ touc) dÐnetai apì to tanustikì touc ginìmeno A ⊗ B, wc abelianÿn omĹdwn (dhladă to phlÐko thc eleÔjerhc omĹdac pĹnw sto sÔnolo A×B diĹ thc upoomĹdac pou gennĹtai apì ta stoiqeÐa (a + a^′, b) − (a, b) − (a^′, b) kai (a, b + b^′) − (a, b) − (a, b^′)).

Tèloc, an èqoume dÔo antikeÐmena ki èna zeugĹri morfismÿn anĹmesĹ touc,

f, g: A ⇒ B orÐzoume ton sunexiswtă twn f, g wc to zeÔgoc (Q, q: B → Q), ìpou • q ∘ f = q ∘ g kai • an to zeugĹri (C, h: B → C) ikanopoieÐ th sqèsh h ∘ f = h ∘ g, tìte upĹrqei monadikìc morfismìc l: Q → C tètoioc ÿste l ∘ q = h.

H analutikă perigrafă tou sunexiswtă den eÐnai aplă oÔte kan sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Giautì thn exetĹzoume diexodikÿtera parakĹtw. Ac shmeiÿsoume, pĹntwc, mia perÐptwsh pou èqoume aplă perigrafă tou sunexiswtă: Sthn kathgorÐa twn abelianÿn omĹdwn o sunexiswtăc enìc zeÔgouc parĹllhlwn morfismÿn

f, g: A ⇒ B

dÐnetai apì thn omĹda B/im(f − g).

KleÐnoume autăn thn enìthta me tic genikèc ènnoiec tou orÐou kai tou sunorÐou:

Estw I mÐa mikră kathgorÐa kai D: I → C ènac sunarthtăc sthn kathgorÐa pou exetĹzoume. (Lème ìti to D eÐnai èna diĹgramma sqămatoc I mèsa sthn kathgorÐa.)

• Enac kÿnoc gia to diĹgramma D eÐnai èna zeugĹri < L, λ_i >, i ∈ I_0 tètoio ÿste λ_{ϑ1α} = D(α) ∘ λ_{ϑ0α}, gia kĹje α: ϑ_0α → ϑ_1α sthn I.

• O kÿnoc < L, λ_i >, i ∈ I_0 lègetai oriakìc kai to antikeÐmeno L ìrio tou diagrĹmmatoc an, gia kĹje Ĺllon kÿno < C, κ_i >, i ∈ I_0, upĹrqei monadikìc morfismìc h: C → L ètsi ÿste, gia kĹje i ∈ I_0, κ_i = λ_i ∘ h.

Opwc kai stic parapĹnw periptÿseic, eÔkola apodeiknÔetai ìti to ìrio, efìson upĹrqei, eÐnai monadikì mèqric isomorfismoÔ kai anaferìmaste se autì (to Ðdio kataqrhstikĹ ìpwc stic parapĹnw periptÿseic) wc ’to ìrio’ tou diagrĹmmatoc. Anaferìmaste se peperasmèna ìria ennoÿntac ta ìria diagrammĹtwn pou ekkinoÔn apì mia peperasmènec kathgorÐec. Stic eidikèc periptÿseic ìpou

I =< ·� ·�> kai I =<� · ⇒ ·�>

xanabrÐskoume touc orismoÔc tou ginomènou dÔo antikeimènwn kai tou exiswtă dÔo morfismÿn, antÐstoiqa.

Otan h ’deÐktria’ kathgorÐa I eÐnai diakritikă (den upĹrqoun Ĺlloi morfismoÐ sthn kathgorÐa pèra apì touc tautotikoÔc) tìte to ìrio enìc diagrĹmmatoc pĹnw sthn I to lème aplÿc ginìmeno (parametrikopoihmèno apì thn I. DuðkĹ me ta parapĹnw orÐzontai oi ènnoiec tou sun-kÿnou kai tou sunorÐou.

2 Sunexiswtèc sunìlwn

Ac èljoume loipìn sthn perigrafă tou sunexiswtă enìc diagrĹmmatoc

f, g: A ⇒ B

sthn kathgorÐa twn sunìlwn. XekinĹme me mÐa aplă idiìthta, pou isqÔei gia sunexiswtèc se opoiadăpote kathgorÐa

2.1 Prìtash. An to zeugĹri (Q, q: B → Q) eÐnai sunexiswtăc tou parapĹnw diagrĹmmatoc tìte o q eÐnai epimorfismìc.

Apìdeixh: Estw ìti h, k: Q → X eÐnai dÔo morfismoÐ tètoioi ÿste h ∘ q = k ∘ q. Tìte eÐnai

(h ∘ q) ∘ f = (h ∘ q) ∘ g

Ĺra prèpei na upĹrqei monadikìc morfismìc s: Q → X tètoioc ÿste s∘q = h∘q. UpĹrqoun ìmwc dÔo tètoioi morfismoÐ, h kai k. Prèpei epomènwc na eÐnai s = h = k. ■

Omwc sthn kathgorÐa twn sunìlwn epimorfismìc ja pei aplÿc apeikìnish pou eÐnai epÐ. Epiplèon ìlec oi epÐ sunartăseic katalăgoun (mèqric isomorfismoÔ sthn kathgorÐa twn sunìlwn) se kĹpoio sÔnolo phlÐko tou pedÐou orismoÔ touc. Prèpei, epomènwc, na eÐnai Q = B/R, gia kĹpoia sqèsh isodunamÐac R. Tÿra, epeidă q ∘ f = q ∘ g, prèpei h q: B → B/R na tautÐzei ta stoiqeÐa f(a), g(a), gia ìla ta a ∈ A. Ara h R perièqei ìla ta zeÔgh (f(a), g(a)), a ∈ A. EpÐshc, epeidă h opoiadăpote h: B → C pou tautÐzei ta f(a), g(a) prèpei na paragontopoieÐtai diamèsw thc q: B → B/R, katalăgoume ìti h R eÐnai h elĹqisth sqèsh isodunamÐac pou perièqei ta zeÔgh (f(a), g(a)). To sÔnolo S = {(f(a), g(a))| a ∈ A} eÐnai mia sqèsh pĹnw sto B pou den eÐnai oÔte anaklastikă, oÔte summetrikă, oÔte metabatikă. Gia na pĹroume loipìn thn elĹqisth sqèsh isodunamÐac pou thn perièqei prèpei na thn kleÐsoume wc proc thn anaklastikìthta kai th summetrikìthta jewrÿntac th sqèsh R_0 = S ∪ Δ ∪ S^{−1} kai sth sunèqeia na pĹroume th metabatikă jăkh R thc R_0. H teleutaÐa orÐzetai wc exăc:

R^{(n+1)} = R^{(n)} ∘ R_0 R = � n R^{(n)}

Epomènwc dÔo stoiqeÐa b, b^′ ∈ B paristĹnoun to Ðdio stoiqeÐo tou B/R an upĹrqei peperasmènh akoloujÐa stoiqeÐwn a_0, a_1, ..., a_{n+1} tou A ÿste

3 Ena basikì jeÿrhma

3.1 Jeÿrhma. Mia kathgorÐa èqei ìla ta (peperasmèna) ìria an kai mìno Ĺn èqei (ant. peperasmèna) ginìmena kai exiswtèc

Apìdeixh: Profanÿc an upĹrqoun ìla ta ìria upĹrqoun ginìmena kai exiswtèc eidikÿtera.

Antistrìfwc, èstw D: I → X èna diĹgramma mèsa sthn kathgorÐa, parametrikopoihmèno apì th deÐktria kathgorÐa I. KataskeuĹzoume to ìrio tou diagrĹmmatoc wc ènan exiswtă dÔo kanonokĹ orizìmenwn morfismÿn anĹmesa se dÔo ginìmena. Sugkekrimèna, jewroÔme ta ginìmena � I_0 D(i) ìlwn twn

antikeimènwn D(i), ìpou to i diatrèqei ta antikeÐmena thc I kai � I_1 D(ϑ1α)

ìlwn twn antikeimènwn pou eÐnai sun-pedÐa kĹpoiou morfismoÔ sto diĹgramma. (FusikĹ kĹje antikeÐmeno eÐnai sun-pedÐo tou tautotikoÔ morfismoÔ tou, Ĺra kĹje antikeÐmeno tou diagrĹmmatoc emfanÐzetai toulĹqiston mÐa forĹ sto ginìmeno. To jèma eÐnai ìti kĹpoia antikeÐmena endeqomènwc emfanÐzontai sto ginìmeno autì perissìterec apì mia forèc.)

UpĹrqoun dÔo kanonikoÐ morfismoÐ anĹmesa se autĹ ta ginìmena. Gia na touc perigrĹyoume arkeÐ, apì thn kajolikă idiìthta twn ginomènwn, na perigrĹyoume dÔo oikogèneiec morfismÿn, parametrikopoihmènec apì to sÔnolo twn morfismÿn thc I, proc ta diĹfora D(ϑ_1α). An loipìn j = ϑ_1α, oi oikogèneiec autèc eÐnai oi { � I_0

D(i) → D(j)^{id}−→D(ϑ_1α)} kai { � I_0

D(i) → D(ϑ_0α)^{D(α)}−→D(ϑ_1α)}

Eqoume loipìn mèsa sthn kathgorÐa X antimetajetikĹ tetrĹgwna: � I_0 D(i) δ � p_j �

� I_1 D(ϑ1α)

p_{ϑ1α} � D(j)^{id} � D(ϑ_1α) kai � I_0 D(i) τ � p_{ϑ1α} �

� I_1 D(ϑ1α)

p_{ϑ0α} � D(ϑ_0α)^{D(α)} � D(ϑ_1α) pou orÐzoun touc morfismoÔc δ kai τ, antÐstoiqa. Isqurizìmaste loipìn tÿra ìti to ìrio tou diagrĹmmatoc eÐnai o exiswtăc

limD = Eq(δ, τ) ↣ � I_0

D(i) ⇒ � I_1

D(ϑ_1α)

PrĹgmati to zeugĹri < Eq(δ, τ), p_i ∘ e > apoteleÐ kÿno tou diagrĹmmatoc D giatÐ an α: i = ϑ_0α → ϑ_1α

D(α) ∘ p_i ∘ e = D(α) ∘ p_{ϑ0α} ∘ e = p_{ϑ1α} ∘ τ ∘ e = p_{ϑ1α} ∘ δ ∘ e = p_j ∘ e,

ìpwc epijumoÔsame. EpÐshc o parapĹnw eÐnai okajolikìc kÿnoc giatÐ kĹje Ĺlloc kÿnoc < L, λ_i >, i ∈ I_0 epĹgei èna morfismì l: L → � I_0 D(i) (ton

monadikì morfismì me thn idiìthta ìti p_i∘l = λ_i) pou exisÿnei touc morfismoÔc τ kai δ (o teleutaÐoc autìc isqurismìc apoteleÐ aplÿc anadiatÔpwsh tou gegonìtoc ìti to zeÔgoc < L, λ_i > apoteleÐ kÿno tou diagrĹmmatoc). Ara upĹrqei monadikìc morfismìc k: L → Eq(τ, δ) ètsi ÿste l = e ∘ k. Autì me th seirĹ tou shmaÐnei ìti

λ_i = p_i ∘ l = (p_i ∘ e) ∘ k

pou mac dÐnei thn aparaÐthth sunjăkh paragontopoÐhshc tou tuqaÐou kÿnou mèsw tou oriakoÔ. ■

DuðkĹ èqoume

3.2 Pìrisma. Mia kathgorÐa èqei ìla ta (peperasmèna) sunìria an kai mìno Ĺn èqei (ant. peperasmèna) sun-ginìmena kai sunexiswtèc

3.3 Pìrisma. H kathgorÐa twn sunìlwn èqei ìla ta ìria kai ìla ta sunìria (giatÐ ìpwc èqoume ădh dei èqei ginìmena ki exiswtèc kajÿc kai sun-ginìmena kai sunexiswtèc)

4 Oria kai sunìria sunìlwn

To Jeÿrhma thc prohgoÔmenhc enìthtac mac dÐnei ki ènan apotelesmatikì trìpo gia thn perigrafă twn orÐwn kai twn sunorÐwn sthn kathgorÐa twn sunìlwn. Etsi to ìrio enìc diagrĹmmatoc

D: I → Set

upologÐzetai wc ènac exiswtăc dÔo apeiknÐsewn anĹmesa se kartesianĹ ginìmena. Enac exiswtăc sthn kathgorÐa twn sunìlwn eÐnai aplÿc to sÔnolo taÔtishc twn dÔo sunartăsewn. Epomènwc to ìrio tou parapĹnw diagrĹmmatoc eÐnai èna uposÔnolo tou kartesianoÔ ginomènou ìlwn twn korufÿn D(i) tou diagrĹmmatoc. Oi drĹseic tÿra twn apeikonÐsewn δ kai τ tou prohgoÔmenou jewrămatoc eÐnai antÐstoiqa:

δ(< x_i| i ∈ I_0 >) =< x_i| i = ϑ_1α, α ∈ I_1 > kai τ(< x_i| i ∈ I_0 >) =< D(α)(x_i)| α ∈ I_1 > .

Etsi loipìn to ìrio tou diagrĹmmatoc D eÐnai to sÔnolo ekeÐnwn twn stoiqeÐwn tou � I_0 D(i) pĹnw sta opoÐa oi δ kai τ tautÐzontai. Dhladă, telikĹ,

limD = {< x_i >∈ � I_0

D(i)| x_j = D(x_i) opotedăpote α: i → j}

H perigrafă twn sunorÐwn eÐnai, ìpwc ja perÐmene kaneÐc, pio polÔplokh. H duðkă ekdoqă tou parapĹnw jewrămatoc mac lèei ìti to sunìrio enìc diagrĹmmatoc se mia kathgorÐa dÐnetai wc ènac sunexiswtăc anĹmesa se sun-ginìmena � I_1

D(ϑ_0α) ⇒ � I_0

D(i) ↠ Coeq(δ, τ) = colimD

Epomènwc to sunìrio enìc opoioudăpote diagrĹmmatoc sthn kathgorÐa twn sunìlwn eÐnai èna phlÐko thc diazeugmènhc ènwshc twn korufÿn tou diagrĹmmatoc anaforikĹ me mia sqèsh isodunamÐac. Ac exetĹsoume analutikÿtera th sqèsh aută:

ErmhneÔontac sto parìn plaÐsio th drĹsh twn apeikonÐsewn δ kai τ, gia x ∈ D(ϑ_0α), èqoume

δ(x) = x kai τ(x) = D(α)(x)

Me bĹsh thn kataskeuă twn sunexiswtÿn sthn kathgorÐa twn sunìlwn, ìpwc thn perigrĹyame nwrÐtera, blèpoume ìti h zhtoÔmenh sqèsh isodunamÐac eÐnai h mikrìterh pou perièqei ta zeugĹria (x, D(α)(x)), gia kĹpoio morfismì α thc deÐktriac kathgorÐac. Etsi loipìn, dÔo stoiqeÐa x, x^′ tou sunorÐou, pou anăkoun se kĹpoia D(i), D(i^′), antÐstoiqa, sumpÐptoun an upĹrqei peperasmènh akoloujÐa stoiqeÐwn y_1, y_2, ..., y_n

x = δ(y_0) τ(y_0) = τ(y_1) δ(y_1) = δ(y_2) τ(y_2) = τ(y_3) ... ... ... δ(y_n) = δ(y_{n+1}) τ(y_{n+1}) = x^′ Omwc, epeidă h δ dra tautotikĹ oi sqèseic sthn aristeră stălh den perièqoun kammÐa plhroforÐa, enÿ autèc sth dexiĹ stălh apoktoÔn nìhma an, gia th sqèsh τ(y_k) = τ(y_{k+1}), upĹrqoun sth deÐktria kathgorÐa

i_k � � � � i_{k+1} � � � � i_l

kai y_k ∈ D(i_k), y_{k+1} ∈ D(i_{k+1}) ÿste

D(α_k)(y_k) = D(α_{k+1})(y_{k+1}).

Tèloc ta x ∈ D(i), x^′ ∈ D(i^′) tautÐzontai sto sunìrio an upĹrqei zigk-zagk

i = i_1 � � � � i_3 � � � � . . . i_{2l−1} � � � � � i_{2l+1} = i^′ � � � i_2 i_{2l}

kai stoiqeÐa y_{2k−1} ∈ D(i_{2k−1}), k = 2, ..., l ÿste

x = y_1, D(α_{2k−1})(y_{2k−1}) = D(α_{2k+1})(y_{2k+1}), y_{2k+1} = x^′.

5 Filtrarismèna sunìria

Mia mikră kathgorÐa I lègetai filtrarismènh an

• Den eÐnai kenă • Gia kĹje dÔo antikeÐmenĹ thc i, j upĹrqei antikeÐmeno k kai morfismoÐ α_{ik}: i → k kai α_{jk}: j → k.

• Gia kĹje dÔo parĹllhlouc morfismoÔc thc α, β: i ⇒ j upĹrqei morfismìc thc γ: j → k ÿste γ ∘ α = γ ∘ β.

Etsi, gia parĹdeigma, mia mikră kathgorÐa, h opoÐa èqei peperasmèna sunìria, eÐnai filtrarismènh. (EÐnai mh-kenă giatÐ to sunìrio tou kenoÔ diagrĹmmatoc, dhladă to arqikì antikeÐmeno, anăkei sthn kathgorÐa, dÔo opoiadăpote antikeÐmena apeikonÐzontai apì koinoÔ sto sun-ginìmenì touc kai dÔo parĹllhloi morfismoÐ sunexisÿnontai apì ton sunexiswtă touc.) Eidikÿtera, giĹ mÐa ènnoia algebrikăc domăc, pou orÐzetai apì prĹxeic peperasmènou arijmoÔ orismĹtwn, h kathgorÐa twn peperasmènwc parousiĹsimÿn domÿn (me ìlouc touc omomorfismoÔc anĹmesĹ touc) eÐnai mikră filtrarismènh kathgorÐa.

Anaferìmaste se filtrarismèna sunìria ennoÿntac ta sunìria diagrammĹtwn pou h deÐktria kathgorÐa touc eÐnai filtrarismènh. Eidikă perÐptwsh filtrarismènhc kathgorÐac apoteleÐ èna kateujunìmeno merikÿc (pro-) diatetagmèno sÔnolo.

Sqìlio: ApodeiknÔetai ìti kĹje filtrarismèno sunìrio mporeÐ na jewrhjeÐ wc kateujunìmeno sunìrio, me thn ènnoia ìti gia kĹje mikră filtrarismènh kathgorÐa upĹrqei èna kateujunìmeno (pro-) diatetagmèno sÔnolo, pou apoteleÐ upokathgorÐa thc arqikăc kai eÐnai omotelikì sthn kathgorÐa (dhladă kĹje antikeÐmeno thc kathgorÐac èqei èna morfismì proc èna antikeÐmeno tou diatetagmènou sunìlou kai kĹje dÔo tètoioi sumpÐptoun afoÔ apeikonisjoÔn se èna peretaÐrw stoiqeÐo tou diatetagmènou sunìlou), ètsi ÿste to sunìrio pĹnw sthn kathgorÐa na eÐnai to Ðdio me to sunìrio pĹnw sto diatetagmèno sÔnolo. (H sÔmptwsh aută twn sunorÐwn apoteleÐ genikÿterh idiìthta twn sunorÐwn pĹnw se omotelikèc kathgorÐec.) Epiplèon, me qrăsh tou axiÿmatoc epilogăc, apodeiknÔetai ìti èna kateujunìmeno sunìrio mporeÐ pĹnta na parjeÐ wc to sunìrio tou periorismoÔ tou arqikoÔ diagrĹmmatoc se èna grammikÿc diatetagmèno uposÔnolo tou arqikoÔ (ìqi kat’ anĹgkh omotelikoÔ, autăn th forĹ)

5.1 Prìtash. An D: I → Set eÐnai èna diĹgramma pĹnw se mÐa filtrarismènh kathgorÐa, tìte to sunìriì tou dÐnetai apì to sÔnolo � i∈I_0 D(i)/ ∼, ìpou

x_i ∼ x_j an x_i ∈ D(i), x_j ∈ D(j) kai upĹrqoun morfismoÐ α_{ik}: i → k kai α_{jk}: j → k ÿste D(α_{ik})(x_i) = D(α_{jk})(x_j). H ∼ eÐnai se autăn th perÐptwsh sqèsh isodunamÐac.

Apìdeixh: H perigrafă twn sunorÐwn sthn prohgoÔmenh enìthta mac lèei ìti to sunìrio eÐnai to phlÐko tou sun-ginomènou � i∈I_0 D(i) dia mÐa sqèsh iso-

dunamÐac pou tautÐzei ta x_i, x_j akribÿc sthn perÐptwsh pou upĹrqei zigk-zagk ìpwc sto tèloc thc prohgoÔmenhc enìthtac. Efarmìzontac peperasmèno plăjoc forÿn tic sunjăkec ston orismì thc filtrarismènhc kathgorÐac katalăgoume ìti h Ôparxh tètoiou zigk-zagk anĹgetai sth sunjăkh pou perigrĹfoume sthn prìtash. Etsi, p.q, èna zigk-zagk

i = i_1 � � � � i_3 � � � � � � � � i_5 = j � � � i_2 i_4

sumplhrÿnetai se èna diĹgramma

i = i_1 � � � � i_3 � � � � � � � � i_5 = j � � � i_2 � � � � � i_4 � � � � k apì th deÔterh sunjăkh tou orismoÔ thc filtrarismènhc kathgorÐac. Oi eikìnec twn x_i, x_j sto D(k) èqoun tÿra gÐnei kat’ anĹgkh Ðsec. To gegonìc ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac eÐnai profanèc. ■

H shmasÐa twn filtrarismènwn sunorÐwn ègkeitai sto ìti (upĹrqoun kai) kataskeuĹzontai ìpwc sthn kathgorÐa twn sunìlwn kai se mÐa seirĹ apì kathgorÐec pou apantÿntai sth majhmatikă praktikă. To gegonìc ìti kataskeuĹzontai ìpwc sthn kathgorÐa twn sunìlwn, dhladă ìti to upokeÐmeno sÔnolo tou sunorÐou eÐnai to sunìrio twn upokeÐmenwn sunìlwn twn domÿn pou summetèqoun sto diĹgramma, apoteleÐ, ousiastikĹ, efarmogă thc parakĹtw jemeliÿdouc apotelèsmatoc :

5.2 Jeÿrhma. Estw D: I × P → Set èna diplĹ parametrikopoihmèno diĹgramma sthn kathgorÐa twn sunìlwn, ìpou h I eÐnai filtrarismènh kathgorÐa kai h P eÐnai peperasmènh kathgorÐa. Tìte o kanonikìc morfismìc

colim_Ilim_PD(i, p) → lim_Pcolim_ID(i, p)

eÐnai isomorfismìc.

Apìdeixh: Kat’ arqăn na shmeiÿsoume gia èna diplĹ parametrikopoihmèno diĹgramma se opoiadăpote kathgorÐa upĹrqei o parapĹnw kanonikìc morfismìc, o opoÐoc epĹgetai wc exăc: Gia kĹje i ∈ I, kai diathrÿntac stajerì to p ∈ P, upĹrqei o kanonikìc morfismìc D(i, p) → colim_ID(i, p) proc to sunìrio. Oloi autoÐ oi morfismoÐ ’pernĹne sto ìrio’ wc lim_PD(i, p) → lim_Pcolim_ID(i, p). Oloi oi teleutaÐoi epĹgoun èna morfismì

colim_Ilim_PD(i, p) → lim_Pcolim_ID(i, p)

Omwc, epeidă ìla ta ìria kataskeuĹzontai apì ginìmena kai exiswtèc, arkeÐ gia na deÐxoume ìti, sth sugkekrimènh perÐptwsh, o kanonikìc morfismìc eÐnai isomorfismìc, arkeÐ na deÐxoume ìti èqoume isomorfismì sthn perÐptwsh pou h P eÐnai mia apì tic kathgorÐec

P =< ·� ·�> ă P =<� · ⇒ ·�>

ArkeÐ dhladă na deÐxoume ìti oi kanonikèc sunartăseic

θ: colim_I(A_i × B_i) → (colim_IA_i) × (colim_IB_i) kai

φ: colim_IEq(f_i, g_i) → Eq(colim_If_i, colim_Ig_i: colim_IA_i ⇒ colim_IB_i)

eÐnai isomorfismoÐ. H θ orÐzetai:

θ([(x_i, y_i)]) = ([x_i], [y_i])

kai h φ apì ton tÔpo φ([x_i]) = [x_i] O upologismìc pou qreiazìmaste eÐnai qwrÐc idiaÐterec apaităseic.

EidikĹ prokeimènou gia th θ prokÔptei amèswc ìti eÐnai kalĹ orismènh, èna - proc - èna kai epÐ.

Ac exetĹsoume kĹpwc analutikÿtera thn φ. Gia na katanoăsoume kalÔtera ton orismì thc parajètoume to exăc antimetajetikì diĹgramma (ìpou to dexiĹ diplĹ tetrĹgwna eÐnai fifiseiriakĹflfl antimetajetikĹ)

Eq(f_i, g_i)^{ei} �

in_i � A_i � � � B_i � colim_IEq(f_i, g_i)^{e∘φ} � φ � colim_IA_i id � � � colim_IB_i id � Eq(colim_If_i, colim_Ig_i)^e � colim_IA_i � � colim_IB_i

Oi sunartăseic colim_If_i, colim_Ig_i orÐzontai apì touc tÔpouc

(colim_If_i)[x_i] = [f_i(x_i)]

kai omoÐwc h colim_Ig_i (h antimetajetikìthta tou Ĺnw dexiĹ tetragÿnou tou diagrĹmmatoc lèei akribÿc autì). Prèpei na elègxoume ton kalì orismì autÿn twn sunartăsewn.

Autìc eÐnai ènac kalìc orismìc giatÐ an x_i ∼ x_j , dhladă A(α_{ik})(x_i) = A(α_{jk})(x_j) tìte, epeidă upĹrqoun antimetajetikĹ tetrĹgwna

A_i^{A(αik )}�

f_i � A_k

f_k � A_j

A(α_{jk} ) � f_j � B_i^{B(αik )}� B_k Bj

B(α_{jk} ) � èpetai ìti B(α_{ik}(f_i(x_i)) = B(α_{jk}(f_j (x_j)) Ĺra f_i(x_i) ∼ f_j(x_j ) ki epomènwc ta teleutaÐa sumpÐptoun wc stoiqeÐa tou colim_IB_i

(H Ôparxh twn parapĹnw antimetajetikÿn tetragÿnwn ofeÐletai sto ìti, anakalÿntac th genikă katĹstash, gia kĹje α: i → i^′ kai β: j → j^′ èqoume antimetajetikì tetrĹgwno

D(i, j)^{D(i,β)}�

D(α,j) � D(i, j^′)

D(α,j^′) � D(i^′, j)^{D(i′,β)}� D(i^′, j^′)

lìgw tou ìti o D eÐnai sunarthtăc kai stic dÔo metablhtèc, opìte kai oi dÔo sunjèseic eÐnai Ðsec me to morfismì D(α, β): D(i, j) → D(i^′, j^′) ) Me dedomèno autì, loipìn, mporoÔme na proqwrăsoume sth melèth thc sunĹrthshc φ. AfoÔ h φ dra tautotikĹ autì pou mènei na elegteÐ wc proc autăn eÐnai ìti paÐrnei prĹgmati timèc sto sÔnolo Eq(colim_If_i, colim_Ig_i) kai ìti eÐnai epÐ.

To prÿto sumbaÐnei giatÐ an to [x_i] anăkei sto colim_IEq(f_i, g_i) tìte f_i(x_i) = g_i(x_i), gia kĹpoio i ∈ I, Ĺra

(colim_If_i)[x_i] = [f_i(x_i)] = [g_i(x_i)] = (colim_Ig_i)[x_i],

opìte to [x_i] ∈ Eq(colim_If_i, colim_Ig_i). EpÐshc, kĹje stoiqeÐo tou teleutaÐou sunìlou eÐnai autăc thc morfăc giatÐ an (colim_If_i)[x_i] = (colim_Ig_i)[x_i], dhladă [f_i(x_i)] = [g_i(x_i)], tìte ta f_i(x_i), g_i(x_i) anăkoun se kĹpoio B_i kai (enÿ mporeÐ na mhn eÐnai Ðsa) upĹrqei k ∈ I kai α_{ik}: i → k ÿste

B(α_{ik})(f_i(x_i)) = B(α_{ik})(g_i(x_i)).

Opwc ìmwc epiqeirhmatologăsame parapĹnw eÐnai

B(α_{ik})(f_i(x_i)) = f_k(A(α_{ik})(x_i)) B(α_{ik})(g_i(x_i)) = g_k(A(α_{ik})(x_i)).

Ara [x_i] = [A(α_{ik})(x_i)], ìpou to A(α_{ik})(x_i) anăkei sto Eq(f_k, g_k). ■

5.3 Pìrisma. Se mia algebrikă kathgorÐa (=kathgorÐa algebrikÿn domÿn pou orÐzontai apì prĹxeic peperasmènou arijmoÔ orismĹtwn kai ìlwn twn omomorfismÿn metaxÔ touc) ta filtrarismèna sunìria upologÐzontai ìpwc kai sthn kathgorÐa twn sunìlwn (= o epilăsmwn sunarthtăc apì thn algebrikă kathgorÐa sthn kathgorÐa twn sunìlwn ta diathreÐ)

Apìdeixh: ArkeÐ na deÐxoume ìti to filtrarismèno sunìrio twn upokeÐmenwn sunìlwn twn domÿn pou summetèqoun sto diĹgramma klhronomoÔn algebrikă domă tou idÐou tÔpou (elègqetai tìte eÔkola ìti to sÔnolo autì, me thn epagìmenh algebrikă domă, apoteleÐ to sunìrio tou diagrĹmmatoc). Ac grĹfoume U: Alg → Set gia ton epilăsmwna sunarthtă apì thn algebrikă kathgorÐa sthn kathgorÐa twn sunìlwn. An ∗: A_i × A_i → A_i paristĹnei mÐa algebrikă prĹxh, jèloume na doÔme ìti epĹgei mia tètoia sto sÔnolo U(colim_IA_i). Dhladă jèloume èna morfismì

U(colim_IA_i) × U(colim_IA_i) → U(colim_IA_i)

Omwc U(A × B) ∼= U(A) × U(B), ìpwc eÐdame sth suzăthsh twn orÐwn. Apì to jeÿrhma tÿra

U(colim_IA_i × colim_IA_i) ∼= U(colim_I(A_i × A_i))

Ĺra h prĹxh epĹgetai apì thn ∗, h opoÐa pernĹei sto sunìrio, mèsw twn diadoqikÿn isomorfismÿn ■

Slìgkan: Sthn kathgorÐa twn sunìlwn allĹ kai stic algebrikèc kathgorÐec ta filtrarismèna sunìria antimetatÐjentai me ta peperasmèna ìria.

6 Oria kai sunìria prodragmĹtwn

An C eÐnai mÐa mikră kathgorÐa tìte h kathgorÐa [C^{op}, Set] twn (antalloÐwtwn) sunarthtÿn me timèc sthn kathgorÐa twn sunìlwn klhronomeÐ ìria kai sunìria apì thn kathgorÐa twn sunìlwn. Autì shmaÐnei ìti gia opoiodăpote diĹgramma D: I −→ [C^{op}, Set] upĹrqoun to ìrio kai to sunìriì tou kai eÐnai oi sunarthtèc limD: C^{op} −→ Set kai colimD: C^{op} −→ Set pou orÐzontai antÐstoiqa sto tuqaÐo antikeÐmeno C wc (limD)(C) = lim_ID_i(C) kai (colimD)(C) = colim_ID_i(C), enÿ h drĹsh touc se èna morfismì f: C^′ −→ C prosdiorÐzetai apì to gegonìc ìti upĹrqei ènac kÿnoc lim_ID_i(C)

p_i � � � �_{pj} � � � �

� D_iC

D_if �

D_j C

D_j f � lim_ID_i(C^′)

p^′_i � � � �_p′_j � � � � D_iC^{′ Dα} � DjC^′ Ĺra epĹgetai ènac morfismìc (limD)(f): lim_ID_i(C) −→ lim_ID_i(C^′) kai ìmoia gia ton sunarthtă colimD. 6.1 Jeÿrhma. KĹje sunarthtăc F : C^{op} −→ Set eÐnai (mèqri fusikoÔ isomorfismoÔ) to sunìrio enìc diagrĹmmatoc anaparastĹsimwn sunarthtÿn, piì sugkekrimmèna tou diagrĹmmatoc y ↓ F^π � C^y � [C^{op}, Set]

Apìdeixh: EÐnai profanèc, apì ton trìpo pou prosdiorÐsame to diĹgramma, ìti o F eÐnai sun-kÿnoc tou diagrĹmmatoc

yC = y(π(C, ^α)) α � � � � � � y(π(C^′, ^α^′)) = yC^′

α^′ � � � � F Ac grĹfoume α: y ∘π =⇒ F autìn ton sun-kÿno, me suntetagmènec touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc α^{(C,x)}: yC −→ F ki ac jewrăsoume ènan opoiondăpote Ĺllo sun-kÿno β: y ∘ π =⇒ G tou diagrĹmmatoc. Jèloume na prosdiorÐsoume mÐa paragontopoÐhsă tou mèsw tou F , dhladă ènan fusikì metasqhmatismì φ: F −→ G.

Ac anakalèsoume epÐshc ton trìpo pou leitourgeÐ h antistoiqÐa tou Yoneda: To x ∈ F C eÐnai x = α_C (id_C ), gia kĹpoion fusikì metasqhmatismì α: yC −→ F . Gia thn akrÐbeia, kĹje tètoio stoiqeÐo eÐnai x = α^{(C,x)}_C (id_C ) gia kĹpoia suntetagmènh α^{(C,x)} tou kÿnou α.

OrÐzoume loipìn th C-suntetagmènh tou fusikoÔ metasqhmatismoÔ wc th sunĹrthsh pou apeikonÐzei to stoiqeÐo x = α^{(C,x)}_C (id_C ) ∈ F C pou antistoiqeÐ sthn (C, x)-suntetagmènh tou sun-kÿnou me korufă ton F sto stoiqeÐo

φ_C = β^{(C,x)}_C (id_C ) ∈ GC^{′′}

pou antistoiqeÐ sthn (C, x)-suntetagmènh tou sun-kÿnou β me korufă ton G.

Jèloume na deÐxoume th fusikìthta autăc thc apeikìnishc, ìti dhladă antimetatÐjetai to tetrĹgwno

F C^{φC} � F f � GC Gf � F C^{′ φ} ′ C � GC^′,

gia kĹje morfismì f: C^′ −→ C, ìti dhladă to

Gf(φ_C (x)) = Gf(β^{(C,x)}_C (id_C ))

isoÔtai me

φ_C′ ((F f)(x)) = φ_C′ (x^′) = β^{(C′,x′)}_C′ (id^′_C )

Omwc, lìgw thc fusikìthtac tou β^{(C,x)}, èqoume ìti antimetatÐjetai to tetrĹgwno

(yC)(C)^β

(C,x) C � −∘f � GC Gf � (yC)(C^′)^β

(C,x)

C′ � GC′,

dhladă ìti

Gf(β^{(C,x)}_C (id_C )) = β^{(C,x)}_C′ (f).

Jèloume dhladă, en tèlei, na eÐnai

β^{(C,x)}_C′ (f) = β^{(C′,x′)}_C′ (id^′_C ) (♣)

allĹ, afoÔ to G eÐnai sun-kÿnoc tou diagrĹmmatoc, antimetatÐjetai to

yC^{′ yf} �

β^{(C′,x′)}

C′ � � � � yC

β^{(C,x)} C′ � � � G opìte koitÿntac thn C^′-suntetagmènh tou diagrĹmmatoc kai efarmìzontac kai touc dÔo drìmouc sto stoiqeÐo id_C′ brÐskoume to (♣).

7 O tÔpoc twn Kan - Lawvere

KatĹ th gnÿmh tou grĹfontoc to parĹdeigma pou akoloujeÐ apotèlese ton piestikÿtero lìgo gia thn apomìnwsh kai eisagwgă katĹ rhtì trìpo thc jemeliwdèsterhc ènnoiac thc JewrÐac Kathgoriÿn, autăc twn prosarthmènwn sunarthtÿn (Kan, 1958). H eisagwgă thc ènnoiac autăc oloklărwse prohgoÔmenec anepituqeÐc apìpeirec se autăn thn kateÔjunsh (P. Samuel, N. Bourbaki).

O lìgoc pou paratÐjetai to sugkekrimèno parĹdeigma èqei na kĹnei, pèra apì thn istorikă tou shmasÐa kai to eggenèc topologikì endiafèron kai tic antÐstoiqec sunèpeiec pou mporeÐ na parousiĹzei, me to ìti h kataskeuă pou akoloujeÐ eÐnai mia aplă sunèpeia tou trìpou pou kataskeuĹzontai ta sunìria apì sun-ginìmena kai sunexiswtèc, eidikÿtera sthn kathgorÐa twn topologikÿn qÿrwn. EpÐshc giatÐ, ìpwc ja diapistÿsoume, h kataskeuă pou ja meletăsoume èqei ènan polÔ genikì qaraktăra kai me th genikeumènh tou morfă ma fèrnei pro thc kentrikăc ènnoiac, apì th skopiĹ thc Logikăc, pou mac apasqoleÐ edÿ, tou taxinomoÔntoc tìpou miĹc jewrÐac.

Na jumÐsoume edÿ ènan (ton aploÔstero sth diatÔpwsă tou kai eparkă gia touc skopoÔc mac) orismì twn prosarthmènwn sunarthtÿn: An èqoume èna zeugĹri sunarthtÿn

G: C ⇆ D: F

anĹmesa se dÔo kathgorÐec lème ìti o F eÐnai aristerĹ prosrthmènoc ston G (isodÔnama ìti o G eÐnai dexiĹ prosarthmènoc ston F ) kai sumbolÐzoume F ⊣ G, an upĹrqei mÐa fusikă antistoiqÐa morfismÿn

D → G(C) sthn D F (D) → C sthn C

H apaÐthsh thc fusikìthtac edÿ eÐnai me thn teqnikă ènnoia, ìti dhladă upĹrqei fusikìc isomorfismìc anĹmesa stouc sunarthtèc (dÔo metablhtÿn) hom_D(−, G(−)), hom_C(F (−), −): D^{op} × C ⇒ Set.

ParĹdeigma: Estw U: Top → Set o epilăsmwn sunarthtăc apì thn kathgorÐa twn topologikÿn qÿrwn se aută twn sunìlwn kai disc, codisc: Set ⇒ Top oi sunarthtèc pou se èna sÔnolo antistoiqÐzoun ton topologikì qÿro me forèa to Ðdio to sÔnolo, efodiasmèno th mÐa forĹ me th diakritikă topologÐa, thn Ĺllh de, me th qaotikă topologÐa. IsqÔei ìti disc ⊣ U ⊣ codisc. GiatÐ, profanÿc, ìlec oi sunartăseic apì èna sÔnolo S proc to upokeÐmeno sÔnolo enìc topologikoÔ qÿrou eÐnai suneqeÐc anaforikĹ me th diakritikă topologÐa pĹnw sto sÔnolo kai ìlec oi sunartăseic apì to upokeÐmeno sÔnolo enìc topologikoÔ qÿrou proc èna sÔnolo eÐnai suneqeÐc anaforikĹ me th qaotikă topologÐa sto tuqaÐo sÔnolo.

Ja qrhsimopoiăsoume to gegonìc ìti h kathgorÐa twn topologikÿn qÿrwn èqei ìla ta sunìria.

7.1 Prìtash. H kathgorÐa Top, twn topologikÿn qÿrwn kai twn suneqÿn sunartăsewn anĹmesĹ touc, èqei ìla ta ìria kai sunìria kai o epilăsmwn sunarthtăc U: Top → Set diathreÐ ìria kai sunìria

Erqìmaste tÿra sthn kataskeuă tou D. Kan. SumbolÐzoume me Δ thn (mikră) kathgorÐa twn peperasmènwn diataktikÿn arijmÿn 0, 1, 2, ..., n, ... me tic sunartăseic pou diathroÔn th diĹtaxh anĹmesĹ touc. JewroÔme to sunarthtă Δ: Δ → Top pou orÐzetai wc exăc:

Δ(n) = {(t_0, t_1, ..., t_n) ∈ R^{n+1}|t_i ≥ 0 � i t_i = 1}

GrĹfoume aplÿc Δ_n gia th drĹsh tou sunarthtă sta antikeÐmena. An h α: n → m diathreÐ th diĹtaxh, h drĹsh tou sunarthtă epĹnw thc dÐnetai wc Δ_α(t_0, ..., t_n) = (s_0, ..., s_m), ìpou s_j = � α(i)=j ti. Autìc eÐnai ènac kalìc

orismìc giatÐ � j s_j = � j � α(i)=j

t_i = � i t_i = 1,

ìpou h proteleutaÐa isìthta exhgeÐtai apì to gegonìc ìti sto diplì Ĺjroisma ta t_i emfanÐzontai ìla kai mìno mÐa forĹ to kajèna, akribÿc epeidă h α eÐnai sunĹrthsh. EÐnai profanèc ìti h Δ_α eÐnai suneqăc sunĹrthsh.

Me to sunarthtă Δ susqetÐzoume èna zeugĹri sunarthtÿn,

Δ_∗: Top ⇆ [Δ^{op}, Set]: Δ^∗

wc exăc: Δ_∗(X) = hom_{Top}(Δ(−), X) kai

Δ^∗(S) = (Lan_yΔ)(S) = colim(Δ ∘ p: elts(S) → Δ → Top)

7.2 Jeÿrhma. Δ^∗ ⊣ Δ_∗

Apìdeixh: Prÿta apì ìla merikĹ sqìlia gia ton orismì tou Δ^∗. Kat’ arqăn o sumbolismìc Lan_yΔ diabĹzetai fifiaristeră Kan epèkatash tou Δ katĹ măkoc thc emfÔteushc Yonedaflfl y: Δ → [Δ^{op}, Set], allĹ aută eÐnai mÐa ènnoia pou de ja mac apasqolăsei edÿ sthn plărh genikìthtĹ thc (h opoÐa den eÐnai kai polÔ megalÔterh apì aută tou sugkekrimènou paradeÐgmatoc). OÔte h emfÔteush Yoneda paÐzei ousiastikì rìlo sthn paroÔsa apìdeixh.

O upoyăfioc aristerĹ prosarthmènoc sunarthtăc loipìn orÐzetai mèsw enìc sunorÐou. H deÐktria kathgorÐa gia to sunìrio autì èqei wc antikeÐmena zeÔgh (m ∈ Δ_0, x ∈ S(m)) (gi autì lègetai kai fifikathgorÐa twn stoiqeÐwn tou Sflfl. Oi morfismoÐ

(m, x ∈ S(m)) → (n, y ∈ S(n))

thc kathgorÐac eÐnai sunartăseic α: m → n tètoiec ÿste S(α)(y) = x (o sunarthtăc S eÐnai antalloÐwtoc). GrĹfoume elts(S) gia th deÐktria kathgorÐa. O sunarthtăc p: elts(S) → Δ, sto diĹgramma tou opoÐou paÐrnoume to sunìrio, eÐnai h probolă p(m, x) = m. Enac fusikìc metasqhmatismìc φ: S → S^′ epĹgei èna sunarthtă anĹmesa stic deÐktriec kathgorÐec, o opoÐoc me th seirĹ tou epĹgei èna morfismì anĹmesa sta antÐstoiqa sunìria (Ĺskhsh!).

Ja qreiastoÔme sthn poreÐa na dhlÿsoume xeqwristĹ to sun-ginìmena � (m,x)∈elts(S) Δm twn korufÿn tou diagrĹmmatoc wc proc ìla ta antikeÐmena

thc deÐktriac kathgorÐac kai � x∈S(m) twn korufÿn tou diagrĹmmatoc wc proc

ìla ta stoiqeÐa tou S(m). AutĹ ta sun-ginìmena sunodeÔontai, gia kĹje emfĹnish tou Δ_m, kai apì ènan kanonikì morfismì i_{(m,x)}: Δ_m → � (m,x)∈elts(S)

Δ_m kai i_x: Δ_m → � x∈S(m)

Δ_m.

EpÐshc, kĹje morfismìc ρ: colim

elts(S)

Δ_m → X epĹgei morfismoÔc ρ_m: � S(m)

Δ_m → X ÿste na eÐnai antimetajetikì to tetrĹgwno Δ_m^{ix} �

i_{(m,x)} �

� S(m) Δm ρ_m � � elts(S)

Δ_m^{ρ∘q} � X (dhladă o morfismìc ρ_m epĹgetai apì to gegonìc ìti èqoume mia oikogèneia morfismÿn ρ ∘ q ∘ i_{(m,x)}, gia kĹje x ∈ S(m).)

Estw tÿra α: n → m ènac morfismìc thc Δ. Tìte h kataskeuă twn sunorÐwn mac lèei ìti to diĹgramma Δ_{ϑ0α}^{id} �

i_n � Δ_n

i_{(n,S(α)(x))} � � elts(S)_1

Δ_m � � � elts(S)_0

Δ_m^q � colim_{elts(S)} Δ_m^ρ � X

Δ_{ϑ0α}

i_n � Δ_α �

Δ_m

i_{(m,x)} �

eÐnai antimetajetikì. IsqÔoun epomènwc ta exăc:

ρ_m ∘ i_x ∘ Δ_α = ρ ∘ q ∘ i_{(m,x)} ∘ Δ_α = ρ ∘ q ∘ i_{(n,S(α)(x)}

= ρ_n ∘ i_{S(α)(x)}

Eqoume tÿra tic akìloujec antistoiqÐec morfismÿn:

colim_{elts(S)}Δ_m^ρ−→X ∀m � S(m)

Δ_m^{ρm}−→X

∀m S(m)^{^ρm}−→hom(Δ_m, X) (^ρ_m(x) = ρ_m ∘ i_x) S−→hom(Δ_{(−)}, X)

Mènei na deÐxoume ìti ìloi oi ^ρ_m apoteloÔn suntetagmènec enìc fusikoÔ metasqhmatismoÔ, ìti dhladă antimetatÐjetai to

S(m)^{^ρm}�

S(α) � hom(Δ_m, X)

−∘Δ_α � S(n)^{^ρn}� hom(Δ_n, X) PrĹgmati

((− ∘ Δ_α) ∘ ^ρ_m)(x) = ^ρ_m(x) ∘ Δ_α = ρ_m ∘ i_x ∘ Δ_α = ρ_n ∘ i_{S(α)(x)} = ^ρ_n(S(α)(x)) = (^ρ_n ∘ S(α))(x)

■ H kathgorÐa [Δ^{op}, Set] onomĹzetai kathgoriĹ twn monìplokwn sunìlwn (Simplicial Sets) kai paÐzei kajoristikì rìlo sthn anĹptuxh thc jewrÐac omotopÐac. Ta monìploka sÔnola perièqoun thn aparaÐthth sunduastikă plhroforÐa pou mporeÐ na qreiĹzetai se diĹforec topologikèc jewrăseic. O krÐsimoc sunarthtăc Δ^∗ pou exetĹsame parapĹnw lègetai sunarthtăc ’gewmetrikăc pragmatopoiăshc’ enìc monìplokou sunìlou. Mac qrhsimeÔei ÿste diĹforec kataskeuèc me sugkekrimènec idiìthtec sthn topologÐa na meletÿntai prÿta apì kajarĹ sunduastikăc pleurĹc se epÐpedo monìplokwn sunìlwn kai metĹ na metafèrontai mèsw tou sunarthtă stouc topologikoÔc qÿrouc.

To xurĹfi tou Occam Ti qrhsimopoiăsame apì thn kathgorÐa twn topologikÿn qÿrwn kai thn kathgorÐa Δ sthn prohgoÔmenh apìdeixh? TÐpote Ĺllo, pèra apì to ìti h Δ eÐnai mikră kathgorÐa kai ìti h kathgorÐa twn topologikÿn qÿrwn eÐnai topikĹ mikră (ÿste na èqoun nìhma ta hom-sÔnola) kai to ìti èqei ìla ta sunìria. Ja mporoÔsame loipìn na diatupÿsoume wc pìrisma to (genikÿtero?) apìtèlesma ìti kĹje sunarthtăc F : C → X apì mÐa mikră proc mÐa kathgorÐa pou èqei ìla ta ìria epĹgei èna zeugĹri prosarthmènwn sunarthtÿn

F_∗: X ⇆ [C^{op}, Set]: F^∗

Me elĹqisth parapĹnw prospĹjeia (kai qrhsimopoiÿntac to Lămma tou Yoneda) ja mporoÔsame na deÐxoume ki ìti h antistoÐqish tou zeÔgouc twn prosarthmènwn sunarthtÿn ston dojènta eÐnai mÐa amfimonosămanth antistoiqÐa. LambĹnontac up’ ìyh ìti oi sunarthtèc me touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc anĹmesĹ touc sqhmatÐzoun nèec kathgorÐec, ousiastikĹ èqoume mÐa isodunamÐa kathgoriÿn

[C, X] ∼= Adj(X, [C^{op}, Set])

ìpou me thn kathgorÐa sta dexiĹ ennooÔme touc aristerĹ prosarthmènouc sunarthtèc, wc antikeÐmena, kai touc fusikoÔc metasqhmatismoÔc metaxÔ touc, wc morfismoÔc.

Apì edÿ poÔ? An jumhjoÔme ti eÐnai autì pou epidiÿkoume na perigrĹyoume me thn ènnoia tou taxinomoÔntoc tìpou miĹc prwtobĹjmiac logikăc jewrÐac, antilambanìmaste ìti tÿra plhsiĹzoume sti skopì mac. An loipìn h kathgorÐa X eÐnai tÿra ènac tìpoc kai thn kathgorÐa sto dexÐ qèri thn periorÐsoume sthn plărh upokathgorÐa thc, ìpou oi aristerĹ prosarthmènoi sunarthtèc diathroÔn epiplèon kai ta peperasmèna ìria, tìte èqoume wc antikeÐmena touc legìmenouc gewmetrikoÔc morfismoÔc anĹmesa stouc tìpouc X kai [C^{op}, Set]. Sto aristerì mac qèri oi sunarthtèc periorÐzontai, antÐstoiqa, stouc legìmenouc epÐpedouc (flat) sunarthtèc (autì eÐnai to perieqìmeno tou Jewrămatoc pou fèrei to ìnoma tou R. Diaconescu sth JewrÐa Tìpwn). H kathgorikă logikă mac lèei ìti oi epÐpedoi sunarthtèc eÐnai montèla sqetikĹ aplÿn sunaktikÿn jewriÿn...

8 Anaforèc

Gia thn isodunamÐa filtrarismènwn kai kateujunìmenwn sunorÐwn:

J. Adámek J. Rosicky, Locally presentable and accessible categories, London Mathematical Society, Lecture Note Series,189, Cambridge University Press, 1994

Gia thn isodunamÐa kateujunìmenwn sunorÐwn me sunìria pĹnw se alusÐdec (me qrăsh tou axiÿmatoc epilogăc):

G. Gierz, K. H. Hofmann, K. Keimel, J. D. Lawson, M. Mislove and D. S. Scott, A Compendium of continuous Lattices, Springer, 1980

Gia to pìte tautÐzontai dÔo stoiqeÐa sto sunìrio kai tic sunèpeièc tou: A. Kock, Postulated colimits and left exactness of Kan extensions, Matematisk Institut, Aarhus Universitet, Preprint Series, 9, 1989

Gia kĹpoiec qrăseic thc perigrafăc twn sunorÐwn sth kathgorikă logikă: P. Karazeris, Notions of Flatness relative to a Grothendieck Topology, Theory and Applications of Categories, 12 (2004), 225–236

P. Karazeris, J. Rosický, J. Velebil, Completeness of cocompletions, Journal of Pure and Applied Algebra, 169 (2005), 229-250

Gia to genikì orismì twn orÐwn kai sunorÐwn se kathgorÐec kai to jemeliÿdec parĹdeigma pou akoloujeÐ:

D. Kan, Adjoint Functors, Transactions A.M.S, Vol. 87, 294-329, 1958

Gia ton tÔpo Kan-Lawvere kai th shmasÐa tou:

F. W. Lawvere, The Perugia Notes, Perugia, 1973 (qeirìgrafec shmeiÿseic)