Eisagwgă sth Majhmatikă Logikă

KwnstantÐnoc Drìsoc Panagăc Karazèrhc EutÔqhc PapadopetrĹkhc Tmăma Majhmatikÿn, Panepistămio Patrÿn 25 Maòou 2005

2

Perieqìmena

1 GIA TO JEWRHMA TOU SUMPAGOUS 5 1.1 Mia apìdeixh tou Jewrămatoc . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2 Merikèc sunèpeiec tou Jewrămatoc . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN 11 2.1 H glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹtwn . . . . . . . . . . . 11 2.2 EleÔjerec kai desmeumènec emfanÐseic metablhtÿn . . . . . . . 16 2.3 ParadeÐgmata glwssÿn sta majhmatikĹ . . . . . . . . . . . . . 18 2.4 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN 23 3.1 Orismìc thc alăjeiac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.2 Ikanopoiăsimec protĹseic, tautologÐec . . . . . . . . . . . . . . 32 3.3 SullogistikĹ sqămata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 3.4 Askăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4 PERIEQ§OMENA

KefĹlaio 1

GIA TO JEWRHMA TOU SUMPAGOUS

1.1 Mia apìdeixh tou Jewrămatoc

To Jeÿrhma tou SumpagoÔc eÐnai èna apì ta pio xeqwristĹ apotelèsmata thc Majhmatikăc Logikăc. MporeÐ na diatupwjeÐ tìso sto plaÐsio thc Protasiakăc ìso kai thc Kathgorhmatikăc Logikăc. To Jeÿrhma tou SumpagoÔc gia thn Kathgorhmatikă Logikă eÐnai idiaÐtera shmantikì gia ta MajhmatikĹ. H qrhsimopoÐhsă tou sta MajhmatikĹ fwtÐzei ton trìpo pou jemeliÿnontai orismènec kentrikèc ènnoiec twn Majhmatikÿn, ìpwc autèc tou fusikoÔ kai tou pragmatikoÔ arijmoÔ. EmeÐc edÿ ja estiĹsoume thn prosoqă mac sto Jeÿrhma tou SumpagoÔc gia thn Protasiakă Logikă. Ontac èna jeÿrhma me tìso megĹlh shmasÐa allĹ kai istorÐa eÐnai anamenìmeno na èqei mia plhjÿra apodeÐxewn. Ja sqediĹsoume mÐa apìdeixh pou kĹnei qrăsh twn duadikÿn dèndrwn kai tou Lămmatoc tou König.

1.1.1 Jeÿrhma. Ena sÔnolo protĹsewn Σ eÐnai ikanopoiăsimo an kai mìno an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai ikanopoiăsimo.

Apìdeixh: MporoÔme na kĹnoume gia to Σ thn exăc paradoqă: To Σ den perièqei protĹseic pou anĹ dÔo eÐnai tautologikĹ isodÔnamec. Apì th stigmă pou mac endiafèrei na broÔme mia apotÐmhsh pou na gÐnontai ìlec oi protĹseic tou Σ alhjeÐc den èqei shmasÐa an sto sÔnolo brÐskontai ki Ĺllec protĹseic, pou eÐnai tautologikĹ isodÔnamec me tic upĹrqousec. OÔtwc ă Ĺllwc ja gÐnontan ki autèc alhjeÐc.

JewroÔme loipìn ìti stic protĹseic tou sunìlou Σ emfanÐzontai oi protasiakèc metablhtèc p_1, p_2, ... Ac sumbolÐsoume me Σ_n to sÔnolo twn protĹsewn tou Σ stic opoÐec emfanÐzontai mìno metablhtèc metaxÔ twn p_1, p_2, ..., p_n. Prèpei na tonÐsoume edÿ ìti to sÔnolo Σ_n eÐnai peperasmèno. Autì dikaiologeÐtai apì to gegonìc ìti, afoÔ diaforetikèc protĹseic èqoun diaforetikèc stălec alhjotimÿn (lìgw thc paradoqăc pou kĹname parapĹnw), tìte upĹrqoun sto sÔnolo autì tìsec protĹseic ìsoi kai alhjopÐnakec se n protasiakèc metablhtèc. Omwc ènac alhjopÐnakac gia n protasiakèc metablhtèc eÐnai mÐa antistoÐqish twn timÿn 0, 1 se mÐa n-Ĺda apoteloÔmenh apì 0 kai 1. UpĹrqoun 2^n n-Ĺdec apoteloÔmenec apì 0 kai 1 (= apotimăseic twn metablhtÿn p_1, p_2, ..., p_n). UpĹrqoun 2^{2n} dunatèc antistoiqÐseic apì 0 kai 1 se ìlec tic dunatèc n-Ĺdec pou apoteloÔntai apì 0 kai 1. Dhladă upĹrqoun to polÔ 2^{2n} protĹseic pou oi ftiĹqnontai qrhsimopoiÿntac protasiakèc metablhtèc metaxÔ twn p_1, p_2, ..., p_n Ara upĹrqei peperasmèno plăjoc protĹsewn se kĹje Σ_n.

YĹqnoume mÐa apotÐmhsh pou ja kĹnei ìlec tic protĹseic tou Σ alhjeÐc. Ja emfanÐsoume tic apotimăseic metablhtÿn wc monopĹtia enìc duadikoÔ dèndrou. H zhtoÔmenh apotÐmhsh ja prokÔyei wc èna Ĺpeiro kladÐ autoÔ tou dèndrou. Autì gÐnetai wc exăc:

MÐa metablhtă mporeÐ na pĹrei tic timèc 0 ă 1 katĹ thn apotÐmhsh. Etsi oi dunatèc apotimăseic twn dÔo prÿtwn metablhtÿn p_1, p_2 apotupÿnontai sto duadikì dèndro (me mia korufă pou aujaÐreta onomĹzoume K) K � � � � � � � � p_1 0 � � � � 1 � � � � p_2 0 1 0 1

ìpou to monopĹti (K, 0, 0) antistoiqeÐ sthn apotÐmhsh v(p_1) = 0, v(p_2) = 0 enÿ to monopĹti (K, 0, 1) antistoiqeÐ sthn apotÐmhsh v(p_1) = 0, v(p_2) = 1 klp. FusikĹ anaparistÿntac ètsi ìlec tic dunatèc apotimăseic tou sunìlou twn metablhtÿn p_1, p_2, ... paÐrnoume èna Ĺpeiro dèndro T . UpĹrqoun apotimăseic pou kĹnoun ìlec tic protĹseic tou Σ_n alhjeÐc. Autì sumbaÐnei giatÐ to Σ_n eÐnai peperasmèno uposÔnolo tou Σ. Gia kĹje peperasmèno plăjoc n metablhtÿn upĹrqoun loipìn monopĹtia (endeqomènwc perissìtera apì èna) pou ikanopoioÔn tic protĹseic tou Σ_n.

JewroÔme thn ènwsh ìlwn autÿn twn monopatiÿn. Ja mac dÿsoun èna upodèndro tou T . To upodèndro autì ja èqei aujaÐreta megĹla kladiĹ. Epomènwc ja èqei ènan Ĺpeiro klĹdo, sÔmfwna me to lămma tou König, to opoÐo ja diatupÿsoume kai ja deÐxoume parakĹtw gia thn eidikă perÐptwsh pou mac apasqoleÐ edÿ, dhladă twn duadikÿn dèndrwn. Autìc o klĹdoc antiproswpeÔei mÐa dunată apotÐmhsh tou sunìlou twn metablhtÿn p_1, p_2, ... H apotÐmhsh aută kĹnei alhjeÐc ìlec tic protĹseic pou ftiĹqnontai diadoqikĹ apì tic metablhtèc p_1, apì tic metablhtèc p_1, p_2,..., apì tic metablhtèc p_1, p_2, ..., p_n kai oÔtw kajexăc. En tèlei kĹnei alhjeÐc ìlec tic protĹseic tou Σ.

1.1.2 Lămma. An èna duadikì dèndro èqei aujaÐreta makreÐc klĹdouc tìte èqei ènan Ĺpeiro klĹdo.

Apìdeixh: ArkeÐ na parathrăsoume ìti an apì mia korufă K_n tou duadikoÔ dèndrou pernoÔn aujaÐreta makreÐc klĹdoi tìte to Ðdio ja sumbaÐnei kai gia mÐa korufă akribÿc apì kĹtw apì thn prohgoÔmenh. UpĹrqoun dÔo periptÿseic: ’H kĹtw apì th dojeÐsa korufă brÐsketai mÐa mìno korufă, ă brÐskontai dÔo korufèc K_{n+1}, K^′_{n+1}. Sthn prÿth perÐptwsh to sumpèrasma eÐnai Ĺmeso. Sth deÔterh perÐptwsh, an den isqÔei to sumpèrasma, tìte ac poÔme ìti oi klĹdoi kĹtw apì thn K_{n+1} èqoun măkoc to polÔ n_1 kai ìti oi klĹdoi kĹtw apì thn K^′_{n+1} èqoun măkoc to polÔ n_2. Tìte den upĹrqei klĹdoc pou na dièrqetai apì thn K_n pou na èqei măkoc megalÔtero apì to max(n_1, n_2) + 1 -Ĺtopo. Ara o isqurismìc mac eÐnai swstìc.

Etsi loipìn, xekinÿntac apì thn korufă K tou dèndrou, brÐskoume mia akoloujÐa korufÿn K, K_1, K_2, ..., K_n, ... apì tic opoÐec dièrqontai aujaÐreta makreÐc klĹdoi. Epomènwc brÐskoume èna Ĺpeiro kladÐ se autì to dèndro.

1.2 Merikèc sunèpeiec tou Jewrămatoc

Pèra apì tic sobarèc majhmatikèc sunèpeiec tou Jewrămatoc tou SumpagoÔc, stic opoÐec anaferjăkame sthn arqă thc prohgoÔmenhc enìthtac (kai oi opoÐec proôpojètoun thn sqetikă ekdoqă tou Jewrămatoc gia thn Kathgorhmatikă Logikă - prĹgma duskolÿtero na apodeiqjeÐ), mporoÔme na doÔme mÐa seirĹ apì aploÔsterec sunèpeiec. Oi sunèpeiec autèc eÐnai aplĹ porÐsmata tou Jewrămatoc. Ja mporoÔsan na eidwjoÔn wc askăseic pĹnw sto basikì apotèlesma. KĹpoiec apì autèc èqoun kĹpoio jewrhtikì endiafèron. ProsdiorÐzoun kallÐtera to qaraktăra thc ènnoiac thc tautologikăc sunèpeiac, tou anexĹrthtou sunìlou protĹsewn klp. Allec aplÿc dÐnoun apantăseic se endiafèrontec grÐfouc.

Blèpontac ta prĹgmata apì th skopiĹ kĹpoiou pou èqei ektejeÐ ston Protasiakì Logismì, thc tupikăc apìdeixhc kai tou Jewrămatoc Plhrìthtac gia ton Protasiakì Logismì, h parakĹtw paratărhsh faÐnetai aplă:

1.2.1 Prìtash. MÐa prìtash eÐnai tautologikă sunèpeia enìc sunìlou protĹsewn an kai mìno an eÐnai tautologikă sunèpeia enìc peperasmènou uposunìlou tou.

Sqìlio: PrĹgmati, apì th skopiĹ tou Jewrămatoc Plhrìthtac h paratărhsh eÐnai sqedìn tetrimmènh. Mia prìtash σ eÐnai tautologikă sunèpeia enìc sunìlou protĹsewn Σ an kai mìno an upĹrqei tupikă apìdeixh tou σ apì to Σ. Omwc mia tètoia apìdeixh eÐnai pĹnta peperasmènh. Ara h prìtash σ eÐnai tautologikă sunèpeia tou sunìlou protĹsewn Σ an kai mìno an upĹrqei tupikă apìdeixh tou σ apì to Σ, an kai mìno an upĹrqei tupikă apìdeixh tou σ apì èna peperasmèno plăjoc protĹsewn tou Σ, an kai mìno an h σ eÐnai tautologikă sunèpeia enìc peperasmènou plăjouc protĹsewn tou Σ. MporoÔme ìmwc na dÿsoume thn parakĹtw apìdeixh pou parakĹmptei to Jeÿrhma Plhrìthtac:

Apìdeixh: JumÐzoume to Jeÿrhma 2.5 tou biblÐou, sÔmfwna me to opoÐo Σ |= σ an kai mìno an to sÔnolo Σ ∪ {¬σ} den eÐnai ikanopoiăsimo. Eqoume loipìn tÿra ìti, gia to endeqomènwc Ĺpeiro sÔnolo Σ, to Σ ∪ {¬σ} den eÐnai ikanopoiăsimo. Apì to Jeÿrhma tou SumpagoÔc brÐskoume ìti upĹrqei peperasmèno uposÔnolo Ξ tou Σ ∪ {¬σ}, to opoÐo den eÐnai ikanopoiăsimo. UpĹrqoun dÔo periptÿseic: H to Ξ eÐnai thc morfăc Σ^′ ∪ {¬σ}, gia kĹpoio peperasmèno uposÔnolo Σ^′ tou Σ ă to Ξ den perièqei thn ¬σ kai tautìqrona den eÐnai ikanopoiăsimo. Sthn prÿth perÐptwsh èqoume teleiÿsei: XanĹ apì to Jeÿrhma 2.5, h σ eÐnai tautologikă sunèpeia tou peperasmènou Σ^′. Sth deÔterh perÐptwsh h σ eÐnai tautologikă sunèpeia tou Ξ, afoÔ den upĹrqei apotÐmhsh pou na ikanopoieÐ to Ξ kai na mhn ikanopoieÐ to σ (aploÔstata, giatÐ den upĹrqei apotÐmhsh pou na ikanopoieÐ to Ξ!).

AntÐstoiqou qaraktăra eÐnai kai h parakĹtw efarmogă pou pragmateÔetai thn ènnoia tou anexĹrthtou sunìlou protĹsewn. JumÐzoume ìti èna sÔnolo protĹsewn Σ lègetai anexĹrthto an, gia kĹje prìtash σ ∈ Σ, den isqÔei Σ − {σ} |= σ (dhladă h kĹje prìtash den eÐnai sunèpeia twn upoloÐpwn protĹsewn tou sunìlou).

1.2.2 Prìtash. Ena sÔnolo protĹsewn Σ eÐnai anexĹrthto an kai mìno an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai anexĹrthto.

Apìdeixh: Profanÿc an èna sÔnolo protĹsewn eÐnai anexĹrthto tìte kai kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai anexĹrthto. DiaforetikĹ ja eÐqame pwc mia prìtash σ tou Σ ja ătan tautologikă sunèpeia enìc peperasmènou plăjouc protĹsewn σ_1, ..., σ_n tou Σ, opìte oÔte to Σ ja ătan anexĹrthto.

AntÐstrofa, an kĹje peperasmèno uposÔnolo tou Σ eÐnai anexĹrthto kai pĹroume mÐa opoiadăpote prìtash σ ∈ Σ tìte, gia opoiodăpote peperasmèno sÔnolo protĹsewn {σ_1, ..., σ_n}, èqoume {σ_1, ..., σ_n}/|= σ (diaforetikĹ to

{σ_1, ..., σ_n, σ} den ja ătan anexĹrthto). Opwc parapĹnw, to Jeÿrhma 2.5 tou biblÐou dÐnei ìti to sÔnolo {σ_1, ..., σ_n, ¬σ} eÐnai ikanopoiăsimo. Autì sumbaÐnei gia kĹje epilogă peperasmènou sunìlou protĹsewn tou Σ pou eÐnai diaforetikèc apì th σ. Dhladă sumbaÐnei ìti gia kĹje peperasmèno uposÔnolo Ξ tou (Σ − {σ}) ∪ {¬σ}, to Ξ eÐnai ikanopoiăsimo. Apì to jeÿrhma tou SumpagoÔc èpetai ìti to (Σ − {σ}) ∪ {¬σ} eÐnai ikanopoiăsimo. Ara, xanĹ apì to Jeÿrhma 2.5 tou biblÐou, èpetai ìti (Σ − {σ}) /|= σ. Autì gÐnetai gia opoiadăpote prìtash tou Σ, Ĺra to Σ eÐnai anexĹrthto.

KleÐnoume th suzăthsh gÔrw apì to Jeÿrhma tou SumpagoÔc me mÐa {efarmogă} sth JewrÐa GrafhmĹtwn kai eidikÿtera ton qrwmatismì qartÿn. FusikĹ eÐnai safèc ìti den prìkeitai gia gnăsia efarmogă afoÔ de mac endiafèroun idiaÐtera ta Ĺpeira grafămata kai af’ etaÐrou den upĹrqei praktikĹ trìpoc na elègxei kaneÐc ìla ta peperasmèna grafămata enìc Ĺpeirou grafămatoc:

1.2.3 Prìtash. Ena grĹfhma eÐnai n-qrwmatikì an kai mìno an ìla ta peperasmèna upografămatĹ tou eÐnai n-qrwmatikĹ.

Apìdeixh: Ac eÐnai {v_i | i ∈ I} to sÔnolo twn korufÿn tou grafămatoc kai {1, ..., n} to sÔnolo twn qrwmĹtwn. JewroÔme to sÔnolo twn protasiakÿn metablhtÿn {p_{i,j} | i ∈ I, 1 ≤ j ≤ n} kai {q_{i,k} | i, k ∈ I}. H prìjesă mac eÐnai h prìtash p_{i,j} na lèei {h korufă v_i èqei qrÿma j} kai h q_{i,k} na lèei ìti {h korufă v_i geitoneÔei me thn korufă v_j }

JewroÔme to sÔnolo Σ twn protĹsewn:

(1) p_{i,1} ∨ ... ∨ p_{i,n}, gia kĹje i ∈ I.

(2) p_{i,j1} ∧ ¬p_{i,j2} , gia kĹje i ∈ I kai j_1 ≠ j_2

(3) (p_{i,j} ∧ q_{i,k}) → ¬p_{k,j}, gia kĹje i, k ∈ I, 1 ≤ j ≤ n.

DiabĹzoume tic parapĹnw protĹseic san na lène: Oi thc omĹdac (1) ìti kĹje korufă v_i èqei èna qrÿma apì ta 1, ..., n. Oi thc omĹdac (2) ìti mÐa korufă èqei èna mìno qrÿma. Oi thc omĹdac (3) ìti korufèc pou geitoneÔoun èqoun diaforetikì qrÿma.

Tìte kĹje peperasmèno uposÔnolo tou Σ eÐnai ikanopoiăsimo. Autì sumbaÐnei giatÐ ìpoio tètoio sÔnolo ki an mac dwjeÐ mporoÔme na broÔme apotÐmhsh α pou to ikanopoieÐ: ArkeÐ, an emplèkontai èna peperasmèno plăjoc apì i kai k sto sÔnolo autÿn twn protĹsewn, na jèsoume α(p_{i,j}) = 1 an h korufă v_i èqei qrÿma j kai α(p_{i,j}) = 0, diaforetikĹ, kai α(q_{i,k}) = 1 an h korufă v_i geitoneÔei me thn v_k kai α(q_{i,k}) = 0, diaforetikĹ. EÐnai dunatìn na broÔme tètoia apotÐmhsh akribÿc epeidă to grĹfhma pou apartÐzetai apì tic korufèc v_i kai v_k, ìpou ta i kai k emfanÐzontai sto dosmèno peperasmèno uposÔnolo, eÐnai n-qrwmatikì. Apì to Jeÿrhma tou SumpagoÔc prokÔptei ìti to Σ eÐnai ikanopoiăsimo. An ìmwc tÿra upĹrqei apotÐmhsh pou kĹnei ìlec tic protĹseic tou Σ alhjeÐc tìte olìklhro to grĹfhma eÐnai n-qrwmatikì.

1.3 Askăseic

1. Estw èna sÔnolo protĹsewn Σ, tètoio ÿste gia kĹje ektÐmhsh alăjeiac v upĹrqei mia prìtash σ ∈ Σ me v(σ) = 1. DeÐxte oti upĹrqei èna peperasmèno sÔnolo {σ_1, σ_2, . . . , σ_n} ⊆ Σ tètoio ÿste h prìtash σ_1 ∨ σ_2 ∨ . . . ∨ σ_n na eÐnai tautologÐa.

LÔsh: Estw oti den upĹrqei tètoio peperasmèno uposÔnolo, dhl. gia kĹje peperasmèno uposÔnolo tou Σ isqÔei oti, h prìtash σ_1 ∨σ_2 ∨. . . ∨σ_n den eÐnai tautologÐa. UpĹrqei tìte ektÐmhsh alăjeiac v me v(σ_1 ∨ σ_2 ∨ . . . ∨ σ_n) = 0, Ĺra v(¬(σ_1 ∨ σ_2 ∨ . . . ∨ σ_n)) = 1 ⇒ v(¬σ_1 ∧ ¬σ_2 ∧ . . . ∧ ¬σ_n) = 1. Ara ja prèpei v(¬σ_i) = 1 gia kĹje i = 1, . . . , n. H ektÐmhsh alăjeiac v ikanopoieÐ to sÔnolo {¬σ_1, ¬σ_2, . . . , ¬σ_n}.

Sth sunèqeia, jewrÿ to sÔnolo ¬Σ = {¬σ / σ ∈ Σ}, tìte sÔmfwna me to Jeÿrhma SumpĹgeiac, epeidă kĹje peperasmèno uposunolì tou eÐnai ikanopoiăsimo, Ĺra ìlo to sÔnolo ¬Σ eÐnai ikanopoiăsimo. Opìte upĹrqei ektÐmhsh alăjeiac v tètoia ÿste v(τ) = 1 ìpou τ ∈ ¬Σ, dhl.

v(¬σ) = 1 ⇒ v(σ) = 0, ∀σ ∈ Σ, Ĺtopo, giatÐ xekinăsame me thn upìjesh oti gia kĹje ektÐmhsh alăjeiac v upĹrqei σ ∈ Σ me v(σ) = 1.

KefĹlaio 2

H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

2.1 H glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹ- twn Sto kefĹlaio autì, kajÿc kai sta epìmena, skopeÔoume na exetĹsoume kai na analÔsoume apì logikă skopiĹ th majhmatikă glÿssa, ìpwc aută ekfèretai sth sunhjismènh, kajhmerină majhmatikă praktikă. H mèjodìc mac ja parameÐnei majhmatikă, ìpwc kai sta prohgoÔmena kefĹlaia. Ja prospajăsoume na perigrĹyoume ton trìpo pou ekfrazìmaste sta majhmatikĹ me trìpo tìso sugkekrimèno kai kalĹ orismèno, ÿste h Ðdia h sunhjismènh majhmatikă èkfrash na mporeÐ na gÐnei antikeÐmeno majhmatikăc melèthc. H majhmatikă glÿssa ja prospajhjeÐ na prosdioristeÐ tìso tupikĹ pou akìma ki ènac upologistăc na mporeÐ na anagnwrÐsei kĹpoia akoloujÐa sumbìlwn wc kalĹ sqhmatismènh frĹsh thc majhmatikăc glÿssac. Ola ekeÐna ta mèsa pou mporeÐ na èqei h glÿssa sthn opoÐa ekfrazìmaste gia kĹpoio majhmatikì antikeÐmeno jèloume tÿra na ta kwdikopoiăsoume se mÐa genikă morfă pou na epitrèpei mÐa melèth apì eniaÐa skopiĹ twn diaforetikÿn majhmatikÿn antikeimènwn kai thn anagnÿrish kĹpoiwn koinÿn gnwrismĹtwn touc. Ta pleonektămata mÐac tètoiac prosèggishc mporeÐ na arqÐsoun na faÐnontai sto teleutaÐo kefĹlaio tou parìntoc biblÐou. MporoÔme edÿ na poÔme ìti qwrÐzontai se dÔo eÐdh: Apì th mÐa pleurĹ mporoÔme na èqoume mÐa entelÿc majhmatikă diapragmĹteush erwthmĹtwn ìpwc tou tÐ sunistĹ apìdeixh sta majhmatikĹ, tÐ sunistĹ majhmatikă alăjeia, tÐ eÐnai axiwmatikì sÔsthma klp. Apì thn Ĺllh pleurĹ, apì mÐa tètoia afhrhmènh prosèggish, ìpwc aută pou uiojetoÔme edÿ, prokÔptoun endiafèronta genikĹ apotelèsmata pou ìtan exeidikeutoÔn se sugkekrimènec majhmatikèc perioqèc dÐnoun eÐte majhmatikèc

12KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

alăjeiec pou den eÐqan gÐnei nwrÐtera antilhptèc, eÐte nèec genikèc apodeÐxeic gnwstÿn majhmatikÿn jewrhmĹtwn.

Sunăjwc sta majhmatikĹ milĹme, kĹje forĹ, gia èna sugkekrimèno prĹgma. Autì mporeÐ na gÐnetai sta plaÐsia melèthc enìc sugkekrimènou majhmatikoÔ antikeimènou jewrhtikoÔ qaraktăra, ac poÔme thc gewmetrÐac tou epipèdou ă thc jewrÐac twn pragmatikÿn arijmÿn ă thc jewrÐac sunìlwn ă thc jewrÐac twn fusikÿn arijmÿn (arijmhtikăc) ă, diaforetikĹ, meletÿntac kĹpoio fainìmeno apì majhmatikă skopiĹ, gia parĹdeigma ta stoiqeÐa mÐac bĹshc dedomènwn kai diĹforec susqetÐseic touc. Se kĹje perÐptwsh upĹrqoun kĹpoiec ontìthtec tic opoÐec meletĹme (shmeÐa ă eujeÐec tou epipèdou, pragmatikoÐ arijmoÐ, sÔnola, pelĹtec mÐac etaireÐac klp) kai stic opoÐec jèloume na anaferjoÔme me ènan genikì trìpo, exetĹzontac susqetÐseic pou mporeÐ na tic aforoÔn, ektelÿntac prĹxeic pou efarmìzontai anĹmesa se tuqaÐec tètoiec ontìthtec, kĹje forĹ. O trìpoc pou èqei epikratăsei sta majhmatikĹ na anaferìmaste se genikèc ontìthtec eÐnai mèsw twn metablhtÿn. KĹje forĹ loipìn pou milĹme gia èna majhmatikì antikeÐmeno sunăjwc ekfrazìmaste mèsw twn metablhtÿn, oi opoÐec dhlÿnoun tic ontìthtec pou mac endiafèroun. BoleÔei na èqoume èna aperiìristo sÔnolo tètoiwn, ÿste kĹje forĹ pou qreiazìmaste èna nèo ìnoma gia kĹpoia genikă ontìthta pou meletĹme na upĹrqei kĹpoio diajèsimo. O genikìc trìpoc èkfrashc sta plaÐsia miac majhmatikăc jewrÐac èqei kai kĹpoia akìma qarakthristikĹ gnwrÐsmata: EÐnai sunhjismèno na milĹme gia prĹxeic pou orÐzontai metaxÔ opoiwndăpote ontotătwn (pq. prìsjesh metaxÔ pragmatikÿn arijmÿn) kai sqèseic pou tic aforoÔn (pq. anisìthta metaxÔ fusikÿn arijmÿn, èna sÔnolo na anăkei se èna Ĺllo). EpÐshc sunhjÐzetai na anaferìmaste me xeqwristì trìpo se sugkekrimènec ontìthtec, oi opoÐec paÐzoun ènan idiaÐtero rìlo sth jewrÐa pou meletĹme. Gia parĹdeigma, metaxÔ twn pragmatikÿn arijmÿn, idiaÐterh jèsh mporeÐ na katèqei to 0, ex aitÐac tou gegonìtoc ìti eÐnai to oudètero stoiqeÐo thc prìsjeshc, ă antÐstoiqa to 1, gia anĹlogouc lìgouc.

Mac endiafèrei, peraitèrw, na analÔsoume tic ekfrĹseic pou sunăjwc ekfèroume ìtan meletĹme èna majhmatikì antikeÐmeno. Ac anakalèsoume edÿ tÐ morfă èqoun sunăjwc oi ekfrĹseic autèc: SuqnĹ anaferìmaste se susqetÐseic ontotătwn. Lème, gia parĹdeigma, o arijmìc x eÐnai jetikìc (dhladă ≥ 0), ă ìti o arijmìc x diaireÐ to an arijmì y, ă ìti h posìthta x^2 − 1 paÐrnei arnhtikèc timèc, ă ìti to stoiqeÐo x anăkei sto sÔnolo y, ă ìti to sÔnolo x perièqei wc uposÔnolo to sÔnolo y, ă ìti h eujeÐa x pouprokÔptei wc tomă twn epipèdwn ϵ kai δ eÐnai parĹllhlh sthn eujeÐa y klp. SuqnĹ sunduĹzoume tètoiec ekfrĹseic me th boăjeia logikÿn sundèsmwn. Lème, gia parĹdeigma, ìti an o arijmìc x eÐnai mikrìteroc tou 1, tìte h posìthta x^2 −1 paÐrnei arnhtikèc timèc, ă ìti an o arijmìc p eÐnai prÿtoc kai diaireÐ èna ginìmeno arijmÿn x.y, tìte eÐte ja diaireÐ ton x eÐte ja diaireÐ ton y, klp. Akìma, suqnĹ anaferìmaste sthn Ôparxh mÐac ontìthtac me kĹpoia idiìthta ă sto gegonìc ìti kĹti isqÔei gia ìlec tic ontìthtec. Lème, gia parĹdeigma, ìti upĹrqei kĹpoio sÔnolo pou den èqei kanèna stoiqeÐo, ă ìti gia ìla ta x h posìthta x^2 +1 eÐnai pĹntote jetikă. Ja kwdikopoiăsoume loipìn se mÐa genikă morfă ìqi mìno ta ekfrastikĹ mèsa pou sunăjwc qrhsimopoioÔme ìtan milĹme gia ta majhmatikĹ allĹ kai th morfă pou èqoun oi ekfrĹseic thc glÿssac ìtan milĹme gia ta majhmatikĹ. Ac parathrăsoume edÿ ìti, anĹloga me to antikeÐmeno pou mac apasqoleÐ, qrhsimopoioÔme diaforetikĹ ekfrastikĹ mèsa. An mac endiafèrei h gewmetrÐa tou qÿrou den èqei nìhma na diajètoume sta ekfrastikĹ mac mèsa th sqèsh thc diairetìthtac anĹmesa se fusikoÔc arijmoÔc. Anaferìmaste loipìn kĹje forĹ se mÐa glÿssa gia kĹpoio antikeÐmeno. MÐa glÿssa pou èqei ta ekfrastikĹmèsa pou prospajăsame na perigrĹyoume parapĹnw lème ìti eÐnai mÐa glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹtwn (= idiotătwn, sqèsewn) SunoyÐzoume loipìn:

2.1.1 Orismìc. Mia glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹtwn L, perilambĹnei ta akìlouja stoiqeÐa:

(I) Ta logikĹ sÔmbola

(i) Metablhtèc: x_1, x_2, . . . , x_n . . .} (arijmăsimo plăjoc).

(ii) LogikoÐ sÔndesmoi: ¬, ∧, ∨, →, ↔

(iii) PosodeÐktec: ∀ (kajolikìc), ∃ (uparxiakìc).

(iv) Isìthta: =

(v) BohjhtikĹ sÔmbola: parenjèseic (,) kai shmeÐa stÐxhc ìpwc to kìmma , k.l.p.

(Ta logikĹ sÔmbola miac glÿssac thc logikăc twn kathgorhmĹtwn paramènoun ta Ðdia anexĹrthta apìto antikeÐmeno sto opoÐo anaferìmaste.)

(II) Mh - logikĹ sÔmbola.

(i) SqesiakĹ sÔmbola {R_i; i ∈ I}

(ii) SÔmbola sunartăsewn: {f_j; j ∈ J}

(iii) SÔmbola stajerÿn: {c_k : k ∈ K}

(Ta mh logikĹ sÔmbola anafèrontai se kĹpoio sugkekrimèno antikeÐmeno.)

14KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Paratăseic: 1. ’Ola ta pio pĹnw sÔmbola upotÐjetai ìti eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc. KĹpoia apì ta parapĹnw sÔnola mh - logikÿn sumbìlwn mporeÐ na eÐnai to kenĹ sÔnola. JewroÔme epÐshc ìti to kĹje sqesiakì kai to kĹje sunarthsiakì sÔmbolo èrqontai efodiasmèna me thn plhroforÐa tou arijmoÔ twn orismĹtwn sta opoÐa efarmìzontai (an dhladă eÐnai monomelă, dimelă, trimelă, klp). ApofeÔgoume na emfanÐzoume autăn thn plhroforÐa pĹnw sto sÔmbolo gia na mh gÐnontai pio dusqrhsta wc sÔmbola.

2. SuqnĹ antÐ gia ta sÔmbola x_1, x_2, ... klp, ja qrhsimopoioÔme gia na dhlÿsoume tic metablhtèc ta sunhjismèna x, y, z, u, w, ..., klp.

3. Epeidă ta logikĹ sÔmbola eÐnai koinĹ gia kĹje glÿssa, autì pou diakrÐnei mia glÿssa eÐnai ta mh - logikĹ sÔmbola. Upì autăn thn ènnoia apoteloÔn kai thn qarakthristikă thc glÿssac. Lème akìma ìti apoteloÔn ton oplismì ă tÔpo omoiìthtac thc glÿssac.

Ja ktÐsoume stadiakĹ tic ekfrĹseic thc glÿssac, ìpwc autèc ekfèrontai sth majhmatikă praktikă. Opwc dieukrinÐsame nwrÐtera sta majhmatikĹ milĹme gia ontìthtec pou eÐte dÐnontai genikĹ wc metablhtèc (p.q o arijmìc x), wc sugkekrimèna stoiqeÐa sunìlwn (p.q o arijmìc 1) ă wc sunduasmoÐ metaxÔ touc mèsw prĹxewn (p.q o arijmìc x^2 + y^2 + 1). Aută th genikă ènnoia ontìthtac, sthn opoÐa sunăjwc anaferìmaste, sullambĹnei o epìmenoc orismìc.

2.1.2 Orismìc. To sÔnolo Term(L) twn ìrwn thc L eÐnai to elĹqisto sÔnolo pou parĹgetai apì thn efarmogă twn akìloujwn kanìnwn:

(i) Oi metablhtèc kai ta sÔmbola stajerÿn eÐnai ìroi, dhladă, x_i ∈ Term(L), i = 1, 2, . . . kai c_k ∈ Term(L), gia kĹje k ∈ K.

(ii) An t_1, . . . t_n ∈ Term(L), kai f eÐnai sunarthsiakì sÔmbolo pou dèqetai n orÐsmata tìte, f(t_1, . . . , t_n) ∈ Term(L).

ProqwrĹme sthn perigrafă twn ekfrĹsewn pou mporoÔme na ekfèroume gia tic majhmatikèc ontìthtec. Opwc kai ston prohgoÔmeno orismì, ktÐzoume stadiakĹ autèc tic ekfrĹseic perigrĹfontac oloèna kai piì polÔplokec tètoiec.

2.1.3 Orismìc. To sÔnolo twn tÔpwn Form(L) thc L eÐnai to elĹqisto sÔnolo pou parĹgetai apì thn efarmogă twn akìloujwn kanìnwn:

(i) AtomikoÐ ă Stoiqeiÿdeic TÔpoi. An R eÐnai sqesiakì sÔmbolo pou epidèqetai n orÐsmata kai t_1, . . . , t_n ∈ Term(L) tìte,

R(t_1, . . . , t_n) ∈ Form(L) kai, t_1, t_2 ∈ Term(L) tìtet_1 = t_2 ∈ Form(L)

(ii) SÔnjetoi TÔpoi.

(a) An φ, ψ ∈ Form(L), tìte (φ)□(ψ) ∈ Form(L)

ìpou □ ∈ {∨, ∧, →, ↔} (b) An ϕ ∈ Form(L) tìte ¬(φ) ∈ Form(L) (g) An gia kĹje metablhtă x, o φ eÐnai tÔpoc thc L tìte kai oi sqhmatismoÐ, ∀x(φ) kai ∃x(φ) eÐnai tÔpoi thc L

ParadeÐgmata: Ola ta parakĹtw eÐnai paradeÐgmata tÔpwn se mÐa katĹllhlh glÿssa, ìpwc prokÔptei apì thn perigrafă pou kĹname (mĹlista oi tèssereic prÿtoi eÐnai atomikoÐ tÔpoi):

R(x, x), x_1 = x_2, x^2_1 + x^2_1 + 1 ≤ 0, x_1 + x_2 + 1 = x^2 + x^2_3,

R(x, x) ∧ R(y, y), R(x_1, x_2) ∨ (x_1 = x_2), (x = x) → (0 = 1),

(R(x, y) ∧ R(y, z)) → R(x, z), (x ∈ y) ∨ (y ∈ x), ∃x(x = x), ∃z(x ∈ y),

¬(x = x) → ∀x(z ∈ y), ∀x(x.x ≥ 0), ∀x∃y(y.y = x),

∃x∀y(¬(u = w)), (x|y ∨ ∃p(¬(p|x) ∧ ¬(p|y)), x = x ∧ ∀x(x = x),

∀x(x = 0 ∨ ∃y(x.y = 1)), ∀x(∃y(x.y = 1) ∨ ∃z((1 − x).z = 1))

(ìpou R, | eÐnai kĹpoia sqesiakĹ sÔmbola pou parèqei h ekĹstote glÿssa.)

AntÐjeta akoloujÐec sumbìlwn ìpwc oi

x(x.y = 1), 1)(x ≤ 0), (1 = 0) → R, (x∧(y ≤ z)) → (x ≤ 0), ∀0(0 ≤ x)

den apoteloÔn paradeÐgmata tÔpwn, afoÔ gia miĹ seirĹ lìgwn den empÐptoun ston parapĹnw orismì. Gia tètoiou eÐdouc ekfrĹseic lème ìti den apoteloÔn kalĹ sqhmatismènouc tÔpouc.

16KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Paratărhsh: O parapĹnw eÐnai ènac epagwgikìc orismìc thc ènnoiac tou tÔpou, anĹlogoc autoÔ pou eÐdame gia thn ènnoia thc prìtashc sta plaÐsia thc logikăc twn protĹsewn. KatĹ antistoiqÐa me thn protasiakă logikă, ìtan jèloume na apodeÐxoume ènan isqurismì pou na aforĹ se ìlouc touc tÔpouc mporoÔme na epiqeirhmatologoÔme epagwgikĹ: Na deÐqnoume, dhladă, ìti o isqurismìc alhjeÔei prokeimènou gia touc atomikoÔc tÔpouc kai sth sunèqeia, deqìmenoi ìti o isqurismìc alhjeÔei gia tÔpouc φ kai ψ, na deÐqnoume ìti o isqurismìc alhjeÔei gia touc tÔpouc φ ∧ ψ, φ ∨ ψ, φ → ψ, ¬φ, ∀xφ, ∃xφ.

2.2 EleÔjerec kai desmeumènec emfanÐseic metablhtÿn

O orismìc twn tÔpwn pou uiojetăsame eÐnai anagkaÐoc gia na milăsoume gia tic ekfrĹseic thc kajhmerinăc majhmatikăc praktikăc me arketă genikìthta. Omwc, ìpwc deÐqnoun pollĹ apì ta paradeÐgmata sto tèloc thc prohgoÔmenhc enìthtac, o orismìc autìc afănei perijÿrio sto na sumperilĹboume ston orismì tou tÔpou periptÿseic ìpwc oi ∃z(x ∈ y), ¬(x = x) → ∀x(z ∈ y), ă o ∀x(0 = 1), pou de bgĹzoun kai tìso majhmatikì nìhma. H ousÐa tou problămatoc ègkeitai sto ìti diĹforoi posodeÐktec emfanÐzontai kai anafèrontai se metablhtèc pou den paÐzoun rìlo sth frĹsh pou akoloujeÐ, enÿ antÐjeta sth frĹsh pou akoloujeÐ ton posodeÐkth qrhsimopoioÔntai metablhtèc stic opoÐec den anafèrontai oi posodeÐktec thc èkfrashc. To prÿto elĹttwma poudiapistÿnoume den eÐnai tìso shmantikì. Sto parĹdeigma ∀x(0 = 1) anagnwrÐzoume ìloi mÐa yeudă èkfrash, ìso ki an eÐnai asunăjisth gia thn fifikajomiloumènhflfl majhmatikă glÿssa. Sto parĹdeigma ¬(x = x) → ∀x(z ∈ y) èqoume megalÔtero prìblhma giatÐ den èqoume aÐsjhsh an mÐa tètoia dălwsh prèpei na thn antilambanìmaste wc alăjeia ă wc yèma, anexĹrthta tou antikeimènou sto opoÐo anafèrontai. ParakĹtw antimetwpÐzoume autĹ to problămata. Skopìc mac eÐnai na apaleÐyoume apì to antikeÐmeno thc melèthc mac ekeÐnec tic dhlÿseic pou den anagnwrÐzoume wc alhjeÐc ă yeudeÐc, anaforikĹ me kĹpoio majhmatikì pedÐo.

Gia na diatupÿsoume me akrÐbeia thn kentrikă ènnoia pou ja mac apasqolăsei edÿ qreiazìmaste na xekajarÐsoume ti ennooÔme ìtan lème fifiupotÔpoc enìc tÔpouflfl. Autì prokÔptei apì ton epagwgikì orismì twn tÔpwn: UpotÔpoi enìc poluplokÿterou tÔpou eÐnai oi aploÔsteroi tÔpoi pou metèqoun sthn kataskeuă tou pio polÔplokou. Etsi, gia parĹdeigma, upotÔpoi tou φ ∧ ψ eÐnai oi φ, ψ kajÿc kai oi upotÔpoi autÿn. UpotÔpoi tou ∃xφ eÐnai o φ kai oi upotÔpoi tou φ, klp. AntÐ na dÿsoume analutikì orismì, ac doÔme analutikĹ èna parĹdeigma: UpotÔpoi tou

2.2. ELE§UJEREC KAI DESMEUM§ENEC EMFAN§ISEIC METABLHT§WN17

∀x∃y((R(x, y) ∧ S(z, y)) → ∃zR(x, z))

(ìpou R, S eÐnai dÔo dimelă sqesiakĹ sÔmbola) eÐnai oi

∃y((R(x, y) ∧ S(z, y)) → ∃zR(x, z)),

(R(x, y) ∧ S(z, y)) → ∃zR(x, z), ∃zR(x, z),

R(x, z), R(x, y) ∧ S(z, y), R(x, y), S(z, y).

2.2.1 Orismìc. H embèleia (scope) enìc posodeÐkth entìc enìc tÔpou φ eÐnai o upotÔpoc ψ pou xekinĹ metĹ th metablhtă pou akoloujeÐ ton posodeÐkth, arqÐzei me aristeră parènjesh kai teleiÿnei me thn antÐstoiqh dexiĹ parènjesh.

Gia parĹdeigma ston tÔpo ∀x(φ ∧ ψ) h embèleia tou ∀x eÐnai o tÔpoc ϕ ∧ ψ, enÿ ston tÔpo ∀x(ϕ) ∧ ψ h embèleia tou ∀x eÐnai o upotÔpoc ϕ. Ston tÔpo

R(x, y, z) ∧ ∃u(((S(x, y) ∨ R(x, y, u)) → ∀z(S(x, z) ∨ ∃uR(x, z, u)))

h embèleia tou prÿtou ∃u eÐnai o upotÔpoc

((S(x, y) ∨ R(x, y, u)) → ∀z(S(x, z) ∨ ∃uR(x, z, u)),

h embèleia tou deÔterou ∃u eÐnai o upotÔpoc R(x, z, u), enÿ h embèleia tou ∀z eÐnai o upotÔpoc

S(x, z) ∨ ∃uR(x, z, u).

2.2.2 Orismìc. H emfĹnish miac metablhtăc x ston tÔpo ϕ ja lègetai desmeumènh ă fragmènh an emfanÐzetai stouc posodeÐktec ∀x, ∃x ă brÐsketai sthn embèleia twn posodeiktÿn ∀x, ∃x entìc tou tÔpou φ. Se antÐjeth perÐptwsh mia emfĹnish thc metablhtăc x ston tÔpo φ lègetai eleÔjerh. Ena tÔpoc lègetai prìtash an den perièqei kajìlou eleÔjerec emfanÐseic metablhtÿn. Oi ènnoiec thc desmeumènhc kai thc eleÔjerhc metablhtăc mporoÔn na oristoÔn austhrĹ me epagwgikì trìpo.

18KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Paratărhsh: Oi ènnoia thc eleÔjerhc metablhtăc mporeÐ na oristeÐ kai me epagwgikì trìpo: Olec oi emfanÐseic metablhtÿn se ènan atomikì tÔpo eÐnai elèujerec. Oi eleÔjerec emfanÐseic metablhtÿn stouc tÔpouc ¬φ eÐnai oi Ðdiec me autèc ston φ, eleÔjerec emfanÐseic metablhtÿn ston tÔpo φ ∧ ψ eÐnai h ènwsh twn eleÔjerwn emfanÐsewn metablhtÿn stouc tÔpouc φ kai ψ, to Ðdio kai me touc tÔpouc φ ∨ ψ, φ → ψ. Tèloc oi eleÔjerec emfanÐseic stouc ∀xφ, ∃xφ eÐnai oi Ðdiec me autèc ston φ ektìc apì thn x.

ParĹdeigma: H emfĹnish thc metablhtăc x eÐnai eleÔjerh stouc tÔpouc: x = c, (x = c) → ∀x(x = c) enÿ stouc tÔpouc

∀x ∀y(R(x, y) → R(y, x)), ∀x ∃y (y = f(x))

eÐnai desmeumènh. Ston tÔpo

∀x(∃yR(x, y, z) ∨ ∀uS(u, x)) → R(x, x, u)

eleÔjerec emfanÐseic thc metablhtăc x eÐnai ekeÐnec ston upotÔpo R(x, x, u) (kai oi Ĺllec eÐnai desmeumènec), h y den èqei eleÔjerh emfĹnish, h z èqei mìno eleÔjerh emfĹnish enÿ h u èqei eleÔjerh thn emfĹnish ston upotÔpo R(x, x, u) kai desmeumènh ston S(u, x).

2.3 ParadeÐgmata glwssÿn sta majhmatikĹ

Erqìmaste sto piì krÐsimo kommĹti autoÔ tou kefalaÐou. Jèloume na doÔme sugkekrimèna paradeÐgmata tupikÿn glwssÿn. Jèloume dhladă na epikentrÿsoume thn prosoqă mac se diĹfora sugkekrimèna majhmatikĹ antikeÐmena, na doÔme tÐ eÐdouc ekfrĹseic ekfèroume sunăjwc sta plaÐsia thc melèthc touc kai, sto tèloc, na doÔme pÿc mporoÔme na prosdiorÐsoume entelÿc tupikèc glÿssec, sta plaÐsia twn opoÐwn ekfrazìmaste. Autèc, afenìc ja èqoun ta mèsa gia na ekfrèroume tic sunhjismènec ekfrĹseic thc majhmatikăc praktikăc, afetaÐrou ja èqoun ta qarakthristikĹ pou jèsame sta plaÐsia thc parapĹnw suzăthshc. To leptì shmeÐo se kĹje parĹdeigma pou ja jewrăsoume eÐnai to na prosdiorÐsoume akribÿc ta diajèsima ekfrastikĹ mèsa. Jèloume kĹje forĹ na eÐnai arketĹ ploÔsia ÿste na mporoÔme na ekfrĹzoume sunhjismènec idiìthtec, protĹseic klp. Apì thn Ĺllh pleurĹ, jèloume na eÐmaste arketĹ oikonomikoÐ wc proc ta ekfrastikĹ mac mèsa ÿste na mhn èqoume mèsa pou eÐnai Ĺqrhsta wc proc autì pou jèloume na poÔme. Epiplèon ìso pio oikonomikoÐ eÐmaste sthn tupikă èkfrash tìso pio pollèc genikèc arqèc efarmìzontai sthn eidikă perioqă pou meletĹme (autì mporeÐ na gÐnei kĹpwc kallÐtera katanohtì sto teleutaÐo kefĹlaio).

2.3. PARADE§IGMATA GLWSS§WN STA MAJHMATIK§A 19

H glÿssa twn pragmatikÿn arijmÿn Edÿ ja epikentrÿsoume lÐgo thn prosoqă mac sth glÿssa, sthn opoÐa ekfrĹzoume th basikă jewrÐa twn pragmatikÿn arijmÿn, ìpwc th didaskìmaste sto LÔkeio. Jèloume na ekfrĹsoume ta basikĹ algebrikĹ qarakthristikĹ twn pragmatikÿn arijmÿn, tic basikèc prĹxeic kai tic basikèc anisìthtec anĹmesĹ touc. Autèc me tic seirĹ touc mac epitrèpoun na ekfrĹsoume mÐa seirĹ apì ènnoiec thc anĹlushc, ìpwc to ìrio kai th sunèqeia mÐac sunĹrthshc. ParolautĹ den eÐnai kajaută h anĹlush pou eÐnai edÿ sto epÐkentro. Autì dhmiourgeÐ mÐa diaforĹ sto poièc eÐnai oi basikèc prĹxeic kai sqèseic anĹmesa stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, tic opoÐec jèloume na tupopoiăsoume. Etsi loipìn jewroÔme wc basikĹ ekfrastikĹ mèsa ta exăc:

• SunarthsiakĹ sÔmbola: DÔo dimelă sunarthsiakĹ sÔmbola +, . (tic prĹxeic thc prìsjeshc kai tou pollaplasiasmoÔ) ki èna monomelèc sunarthsiakì sÔmbolo − (thn prĹxh tou antijètou).

• SqesiakĹ sÔmbola: Ena dimelèc sqesiakì sÔmbolo ≤, th sqèsh thc anisìthtac.

• SÔmbola stajerÿn: DÔo sÔmbola stajerÿn, ta 0 kai 1.

An sto epÐkentro thc melèthc mac ătan piì bajeiĹ jèmata thc anĹlushc mporeÐ, endeqomènwc, na jèlame na èqoume diajèsima ki Ĺlla sunarthsiakĹ sÔmbola, ìpwc ac poÔme sÔmbola gia tic trigwnometrikèc sunartăseic (monomelă, pou ja perigrĹfoun thn apeikìnish x → sun(x)) ă gia thn ekjetikă sunĹrthsh (x → e^x). Iswc, epÐshc, na jèlame ki Ĺlla sÔmbola stajerÿn, ìpwc ta π kai e.

Poièc basikèc alăjeiec gÔrw apì touc pragmatikoÔc arijmoÔc ja mporoÔse na ekfrĹsei kaneÐc me autĹ ta sÔmbola? Ac doÔme merikèc:

∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z)), ∀x∀y∀z ((x.y).z = x.(y.z))

∀x∀y (x + y = y + x), ∀x∀y (x.y = y.x)

∀x (x + 0 = x), ∀x (x.1 = x)

∀x (x + (−x) = 0)

∀x∀y∀z (x.(y + z) = x.y + x.z)

∀x (x = 0 ∨ ∃y (x.y = 1))

∀x(x ≤ x) , ∀x∀y((x ≤ y ∧ y ≤ x) → x = y)

20KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN ∀x∀y∀z ((x ≤ y ∧ y ≤ z) → x ≤ z) ∀x∀y (x ≤ y ∨ y ≤ x) ∀x∀y (x ≤ y → ∃z(x ≤ z ∧ z ≤ y)) ∀x∀y∀z (x ≤ y → (x + z ≤ y + z)) ∀x∀y∀z ((x ≤ y ∧ 0 ≤ z) → (x.z ≤ y.z))

Oloi oi parapĹnw tÔpoi eÐnai protĹseic pou, an jewrăsoume ìti milĹme gia touc pragmatikoÔc arijmoÔc, tic jewroÔme alhjeÐc. H glÿssa thc eukleÐdiac gewmetrÐac tou epipèdou H glÿssa thc arijmhtikăc H glÿssa thc jewrÐac sunìlwn H glÿssa thc jewrÐac twn omĹdwn H glÿssa thc jewrÐac twn daktulÐwn

2.4 Askăseic

1. GrĹyte sth glÿssa thc arijmhtikăc tÔpouc sunÿnumouc me tic parakĹtw frĹseic:

(i) KĹje Ĺrtioc arijmìc eÐnai to Ĺjroisma dÔo prÿtwn (ii) O mègistoc koinìc diairèthc dÔo arijmÿn x, y eÐnai o z. LÔsh:

(i) Gia kĹje x, an o x Ĺrtioc upĹrqoun prÿtoi arijmoÐ y, z ÿste x = y + z ∀x(Ĺrtioc(x) −→ ∃y∃z(prÿtoc(y)∧prÿtoc(z) ∧ x = y + z)) ìpou:

Ĺrtioc(x) = ∃r(x = 2r) prÿtoc(y) = ∀t(∃k(tk = y) −→ (t = 1) ∨ (t = y)) prÿtoc(z) = ∀t(∃k(tk = z) −→ (t = 1) ∨ (t = z))

2.4. ASK§HSEIC 21

(ii) o z diaireÐ ton x kai o z diaireÐ ton y kai an upĹrqei k ÿste o k na diaireÐ ton x kai o k na diaireÐ ton y tìte o k diaireÐ ton z. ∃r(zr = x) ∧ ∃t(zt = y) ∧ ∀k(∃r^′(kr^′ = x) ∧ ∃t^′(kt^′ = y)) −→ ∃m(km = z)

22KEF§ALAIO 2. H GLWSSA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

KefĹlaio 3

ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

3.1 Orismìc thc alăjeiac

Sto prohgoÔmeno kefĹlaio prospajăsame na anadeÐxoume ta koinĹ gnwrÐsmata pou èqoun oi glÿssec stic opoÐec ekfrazìmaste sta plaÐsia thc sunhjismènhc majhmatikăc drasthriìthtac. H èmfash dìjhke sto na analÔsoume autĹ ta koinĹ gnwrÐsmata apì th skopiĹ thc sÔntaxhc thc glÿssac. Mac endièferan prĹgmata pou eÐqan na kĹnoun me ton trìpo grafăc twn tÔpwn, to swstì sqhmatismì touc, thn eleÔjerh emfĹnish metablhtÿn klp, prĹgmata pou den èqoun na kĹnoun me to antikeÐmeno sto opoÐo oi tÔpoi autoÐ anafèrontai, me tic alăjeiec (ă ta yeÔdh) pou prospajoÔn na ekfrĹsoun. Edÿ ja apopeirajoÔme na apokatastăsoume thn epafă me to ekĹstote antikeÐmeno tou (majhmatikoÔ) endiafèrontìc mac. Ja prospajăsoume dhladă stouc aposteomènouc tÔpouc thc glÿssac na dÿsoume nìhma kai na exetĹsoume katĹ pìso ekfrĹzoun prĹgmata pou eÐnai alhjă gia èna pedÐo anaforĹc.

KĹpoiec tupikèc ekfrĹseic sta plaÐsia mÐac glÿssac me sugkekrimèna mh - logikĹ sÔmbola apoktoÔn nìhma an jewrăsoume ìti anafèrontai sta stoiqeÐa enìc sugkekrimènou sunìlou, ìpou ta dedomèna mh - logikĹ sÔmbola apoktoÔn kĹpoia ènnoia kai dhlÿnoun prĹxeic ă sqèseic, pou gnwrÐzoume ìti orÐzontai se autì to sÔnolo. ParadeÐgmatoc qĹrh, h èkfrash

∀x ∀y ∀z (f(f(x, y), z) = f(x, f(y, z))),

an skeftìmaste to sÔmbolo f wc mia algebrikă prĹxh, ac poÔme thn prìsjesh, mporeÐ na pĹrei th shmasÐa fifigia kĹje treÐc arijmoÔc x, y, z, to Ĺjroisma (x + y) + z isoÔtai me to Ĺjroisma x + (y + z)flfl, kĹti pou anagnwrÐzoume wc

24KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

mÐa alăjeia eÐte prokeimènou gia thn prìsjesh twn fusikÿn arijmÿn, eÐte gia autăn twn migadikÿn arijmÿn, eÐte gia mia seirĹ Ĺllwn fifidomÿnflfl pou èqoun mia prosetairistikă prĹxh. To Ðdio ja Ðsque kai gia mÐa èkfrash ìpwc h

∀x ∀y ((f(x, c) = x)),

an skeftìmaste to sÔmbolo f me ton Ðdio trìpo kai to sÔmbolo c wc to oudètero stoiqeÐo wc proc thn prìsjesh opoioudăpote apì ta parapĹnw sÔnola.

Antilambanìmaste ìti autì kat’ arqăn èqei na kĹnei me to gegonìc ìti oi metablhtèc dhlÿnoun stoiqeÐa tou enìc ă tou Ĺllou sunìlou, katĹ perÐptwsh. Oi metablhtèc loipìn prèpei na anafèrontai se èna sugkekrimèno sÔnolo kĹje forĹ. En suneqeÐa, ìpwc prokÔptei apì ta paradeÐgmata, ta sunarthsiakĹ sÔnola ja jèlame na dhlÿnoun prĹxeic anĹmesa se stoiqeÐa autoÔ tou sunìlou, ta sqesiakĹ sÔmbola na dhlÿnoun sqèseic pĹli pĹnw sto Ðdio sÔnolo kai ta sÔmbola stajerĹc na dhlÿnoun diakekrimmèna stoiqeÐa autoÔ tou sunìlou.

Estw loipìn, genikÿtera, L mia glÿssa me qarakthristikă

({R_1, R_2, ...}, {f_1, f_2, ...}, {c_1, c_2, ...}),

ìpou ta stoiqeÐa twn triÿn sunìlwn dhlÿnoun, antÐstoiqa, ta sqesiakĹ, ta sunarthsiakĹ kai ta sÔmbola stajerÿn thc glÿssac.

3.1.1 Orismìc. Lème ìti h sullogă

A = (A, {R̃_1, R̃_2, ...}, {f̃_1, f̃_2, ...}, {c̃_1, c̃_2, ...})

eÐnai mÐa domă gia th glÿssa L me forèa to sÔnolo A an

• Oi R̃_i ⊆ A × ... × A eÐnai sqèseic, tìswn metablhtÿn ìsa eÐnai kai ta orÐsmata sta opoÐa efarmìzetai to sÔmbolo R_i (jumhjeÐte ìti aută eÐnai mÐa plhroforÐa pou fèrei mazÐ tou to sÔmbolo ki ìti den emfanÐzetai sth grafă tou mìno gia na mh barÔnoume to sumbolismì).

• Oi f̃_j eÐnai sunartăseic A × ... × A −→ A, tìswn metablhtÿn ìsa eÐnai kai ta orÐsmata sta opoÐa efarmìzetai to sÔmbolo f_j

• Ta c̃_k eÐnai diakekrimmèna stoiqeÐa tou sunìlou A.

H sunolikă apeikìnish, R_i → R̃_i, f_j → f̃_j kai c_k → c̃_k lègetai mia AermhneÐa thc L.

Paratărhsh: H ènnoia thc domăc kai thc ermhneÐac mÐac glÿssac, ìpwc apotupÿnontai ston parapĹnw orismì èqoun ènan polÔ genikì qaraktăra. MporeÐ dhladă h tupikă glÿssa na proorÐzetai na milăsei gia kĹpoio antikeÐmeno allĹ na brÐskoume domèc gi autăn th glÿssa se polÔ diaforetikèc perioqèc twn majhmatikÿn apì autèc pou mporèi na èqoume katĹ nou. An, gia parĹdeigma, èqoume mÐa glÿssa me èna mìno dimelèc sqesiakì sÔmbolo (kanèna Ĺllo mh - logikì sÔmbolo), to opoÐo proorÐzetai na paÐxei to rìlo thc diĹtaxhc anĹmesa se pragmatikoÔc arijmoÔc, tìte domă gi autăn th glÿssa mporeÐ na sunistĹ to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn me th sqèsh thc diairetìthtac anĹmesĹ touc. KatalabaÐnoume ìti autì pou dhmiourgeÐ thn ousiastikă diĹkrish metaxÔ twn dÔo eÐnai to tÐ protĹseic alhjeÔoun sth mÐa ă thn Ĺllh domă (to sÔnolo twn pragmatikÿn arijmÿn me th diĹtaxă touc apì th mÐa pleurĹ, oi fusikoÐ arijmoÐ me th diairetìthta, apì thn Ĺllh).

To zhtoÔmeno loipìn eÐnai na dÿsoume nìhma stic tupikèc ekfrĹseic thc glÿssac, ètsi ÿste na mporoÔme me xekĹjaro trìpo na exhgăsoume me poiĹ ènnoia, gia parĹdeigma, h prìtash

∀x ∀y (R(x, y) ∨ R(y, x))

eÐnai alăjeia an R(x, y) shmaÐnei ìti fifio pragmatikìc arijmìc x eÐnai mikrìteroc ă Ðsoc apì ton pragmatikì arijmì yflfl allĹ den eÐnai alăjeia an shmaÐnei ìti fifio fusikìc arijmìc x diaireÐ ton fusikì arijmì yflfl. Autì plèon èqei na kĹnei me thn apìdosh timăc alăjeiac se ekfrĹseic thc glÿssac, anĹloga me to an antistoiqoÔn se fifipragmatikĹflfl ă ìqi gegonìta mèsa sto pedÐo sto opoÐo anaferìmaste, dedomènou tou trìpou me ton opoÐo èqoume ermhneÔsei ta sÔmbola thc glÿssac. KaloÔmaste epomènwc na dÿsoume ènan akribă orismì tou tÐ shmaÐnei pwc h tupikă ekfrash φ isqÔei mèsa se èna pedÐo anaforĹc ă ìqi. Autìc o orismìc prèpei na efarmìzetai se ìlec tic kalĹ sqhmatismènec ekfrĹseic thc glÿssac me thn opoÐa ekfrazìmaste, dhladă se ìlouc touc tÔpouc thc glÿssac. UpĹrqei ìmwc mÐa teqnikoÔ qaraktăra duskolÐa sti na dÿsoume ènan tètoio orismì. H duskolÐa aută èqei na kĹnei me to gegonìc ìti oi tÔpoi mporeÐ na èqoun eleÔjerec metablhtèc. Molonìti sto epÐpedo thc sunhjismènhc praktikăc autì pou mac endiafèrei eÐnai na dÿsoume timèc alăjeiac stic protĹseic thc glÿssac, o orismìc eÐnai dÔskolo na dwjeÐ mìno sqetikĹ me tic protĹseic afoÔ autì pou qtÐsame băma - băma sthn prohgoÔmenh enìthta eÐnai oi tÔpoi, metaxÔ de autÿn xeqwrÐsame tic protĹseic. H efarmogă enìc posodeÐkth mporeÐ na metatrèpei ènan tÔpo me eleÔjerec metablhtă φ sthn prìtash ∀xφ ki eÐnai adÔnato na analÔsoume thn alăjeia autăc thc prìtashc me bĹsh thn aploÔsterh èkfrash φ an den èqoume ènan trìpo na anagnwrÐzoume thn fifialăjeiaflfl tou tÔpou φ. Lème fifialăjeiaflfl (entìc eisagwgikÿn) giatÐ

26KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

anamènoume pwc aută de mporeÐ na èqei ènan entelÿc kajorismèno qartaktăra an den xèroume gia poièc timèc twn eleÔjera emfanizìmenwn metablhtÿn milĹme. Gia parĹdeigma h èkfrash

∃y (g(y, y) = x)

mporeÐ na eÐnai alăjeia an anaferìmaste stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, g dhlÿnei ton pollaplasiasmì dÔo arijmÿn kai x = 2, enÿ eÐnai yèma an, upì tic Ðdiec proôpojèseic, eÐnai x = −2.

Ja qrhsimopoiăsoume mÐa endiĹmesh ènnoia fifisqetikăc alăjeiacflfl pou ja katalabaÐnoume wc fifio tÔpoc φ alhjeÔei gia th domă A an dÿsoume stic metablhtèc tic tĹde timècflfl. Autăn thn teleutaÐa diadikasÐa tou na fifidÿsoume stic metablhtèc tic tĹde timècflfl mporoÔme, polÔ fusiologikĹ apì majhmatikă Ĺpoyh, na thn perigrĹyoume mèsw mÐac sunĹrthshc pou ja èqei wc orÐsmata metablhtèc kai wc timèc stoiqeÐa tou sunìlou - forèa thc domăc A,

v : Var → A

(Var eÐnai to sÔnolo twn metablhtÿn thc glÿssac, A eÐnai to sÔnolo - forèac thc domăc A). Ja orÐsoume loipìn (băma - băma, ìpwc perigrĹyame touc tÔpouc thc glÿssac) mÐa sqèsh

A |=_v φ,

pou ja diabĹzoume: h domă A ikanopoieÐ ton tÔpo φ anaforikĹ me thn apotÐmhsh metablhtÿn v). Prin ftĹsoume de autìn ton orismì ac prosèxoume to exăc: KĹpoiec ekfrĹseic thc glÿssac perièqoun endeqomènwc sunjetÿterouc ìrouc, ac jewrăsoume, fer’ eipeÐn thn parallagă tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc

∃y (g(y, y) = f(f(x, c), x)),

ìpou g dhlÿnei ton pollaplasiasmì dÔo arijmÿn kai x = 2, ìpwc prin, f dhlÿnei thn prìsjesh dÔo pragmatikÿn arijmÿn kai c dhlÿnei to oudètero stoiqeÐo tou pollaplasiasmoÔ, dhladă ton arijmì 1. Tìte gia na apofanjoÔme an eÐnai alăjeia h parapĹnw dălwsh den arkeÐ na xèroume ti timă ja pĹrei h metablhtă x allĹ kai ìlh h èkfrash (dhladă o ìroc) f(f(x, c), x). KatalabaÐnoume ìti o ìroc eÐnai o (x + 1) + x kai paÐrnei thn timă (2 + 1) + 2 an x = 2 (opìte h dălwsh eÐnai alhjăc) enÿ paÐrnei thn timă ((−1) + 1) + (−1) = −1 an x = −1 (opìte h dălwsh den eÐnai alhjăc). GenikeÔontac, an t eÐnai ènac tuqaÐoc ìroc thc glÿssac kai v eÐnai mÐa apotÐmhsh metablhtÿn, mporoÔme na apodÐdoume timèc (=stoiqeÐa tou sunìlou A) ston t, anĹloga me thn v. EpekteÐnoume loipìn th sunĹrthsh v se mÐa v̂ : Term → A (ìpou Term eÐnai to sÔnolo twn ìrwn thc glÿssac). Autì gÐnetai epagwgikĹ wc exăc:

3.1.2 Orismìc. (i) An o ìroc t sumpÐptei me mia metablhtă x ∈ Var, tìte v̂(t) := v(x). EpÐshc an t = c (c èna sÔmbolo stajerĹc thc glÿssac), tìte v̂(t) := c̃ (jumÐzoume ìti c̃ eÐnai h ermhneÐa tou sumbìlou stajerĹc c sth domă A).

(ii) An t = f(t_1, . . . , t_n) tìte v̂(t) = f̃(v̂(t_1), . . . v̂(t_n)) (jumÐzoume ìti f̃ eÐnai h ermhneÐa tou sunarthsiakoÔ sumbìlou f sth domă A).

Eqontac orÐsei thn ermhneÐa twn mh-logikÿn kai twn logikÿn sumbìlwn kajÿc epÐshc kai twn ìrwn thc glÿssac, epanerqìmaste ston epagwgikì orismì thc sqèshc

A |=_v φ Lègontac fifiepagwgikì orismìflfl thc sqèshc ennooÔme ìti ja thn orÐsoume prÿta gia thn perÐptwsh twn aploÔsterwn dunatÿn tÔpwn (dhladă twn atomikÿn tÔpwn), ìpou èqoume polÔ kală idèa wc proc to tÐ prèpei na shmaÐnei h sqèsh. An, ac poÔme, R(t_1, t_2) dhlÿnei th susqètish dÔo ìrwn, oi ìroi gÐnontai antilhptoÐ (=ermhneÔontai) wc pragmatikoÐ arijmoÐ kai to sqesiakì sÔmbolo wc anisìthta, tìte o tÔpoc ikanopoieÐtai, an oi timă pou paÐrnei o ìroc t_1 eÐnai mikrìterh ă Ðsh apì thn timă pou paÐrnei o t_2. Sth sunèqeia ja thn orÐsoume gia sunjetìterouc tÔpouc me trìpo pou antanaklĹ thn koină logikă. Gia parĹdeigma, ja poÔme ìti mia sÔzeuxh tÔpwn ikanopoieÐtai (dhladă eÐnai ènac isqurismìc pou alhjeÔei anaforikĹ me to pedÐo pou exetĹzoume) an kai ta dÔo kommĹtia thc sÔzeuxhc ikanopoioÔntai. O orismìc autìc èqei loipìn dÔo qarakthristikĹ: Prÿton, èqei anagwgikì qaraktăra (anĹgei thn alăjeia mÐac sunjetìterhc èkfrashc sthn alăjeia twn sustatikÿn thc kommatiÿn). DeÔteron, h sÔnjesh thc alăjeiac twn merÿn mÐac èkfrashc gÐnetai me trìpo ÿste na antanaklĹtai h leitourgÐa twn sundèsmwn sthn kajhmerină qrăsh thc glÿssac, sthn koină logikă (h alăjeia dÔo sustatikÿn merÿn mÐac èkfrashc sunduĹzetai me to fifieÐteflfl thc kajomiloumènhc gia na mac dÿsei thn alăjeia thc tupikăc diĹzeuxhc twn sustatikÿn merÿn). Aută h aplă sÔllhyh thc anagwgăc thc ènnoiac thc alăjeiac, sta plaÐsia mÐac tupikăc glÿssac, sthn alăjeia twn sustatikÿn, ètsi ÿste na antanaklĹtai h koină qrăsh tou fifikaiflfl, tou fifieÐteflfl, tou fi‘ìqiflfl, tou fifigia kĹjeflfl klp, ofeÐletai ston Polwnì filìsofo kai majhmatikì A. Tarski kai apotèlese kombikì shmeÐo sthn anĹptuxh thc tupikăc - logikăc mejìdou sthn anĹlush twn majhmatikÿn allĹ kai Ĺllwn apì tic legìmenec fifiakribeÐc epistămecflfl.

28KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN 3.1.3 Orismìc. (i) An o tÔpoc φ eÐnai atomikìc, thc morfăc R(t_1, ..., t_m) tìte A |=_v R(t_1, ..., t_m) an kai mìno an h m-Ĺda (v̂(t_1), ..., v̂(t_m)) anăkei sth sqèsh R̃.

(ii) An o tÔpoc φ eÐnai o φ_1 ∧ φ_2 tìte A |=_v φ_1 ∧ φ_2 an kai mìno an

A |=_v φ_1 kai A |=_v φ_2 (iii) An o tÔpoc φ eÐnai o φ_1 ∨ φ_2 tìte A |=_v φ_1 ∨ φ_2 an kai mìno an A |=_v φ_1 eÐte A |=_v φ_2 (iv) An o tÔpoc φ eÐnai o φ_1 → φ_2 tìte A |=_v φ_1 → φ_2 an kai mìno an

an A |=_v φ_1 tìte A |=_v φ_2 (v) An o tÔpoc φ eÐnai o ¬φ_1 tìte A |=_v ¬φ_1 an kai mìno an

den isqÔei ìti A |=_v φ_1 (vi) An o tÔpoc φ eÐnai o ∃xφ_1 tìte A |=_v ∃xφ_1 an kai mìno an

upĹrqei v_1 ÿste A |=_{v1} φ_1, ìpou v_1 eÐnai mÐa apotÐmhsh metablhtÿn, pou dÐnei se ìlec tic metablhtèc, ektìc Ðswc apì thn x, tic Ðdiec timèc me thn v.

(vii) An o tÔpoc φ eÐnai o ∀xφ_1 tìte A |=_v ∀xφ_1 an kai mìno an

gia kĹje v_1 A |=_{v1} φ_1 ìpou v_1 eÐnai mÐa apotÐmhsh metablhtÿn, pou dÐnei se ìlec tic metablhtèc, ektìc Ðswc apì thn x, tic Ðdiec timèc me thn v.

Parathrăseic: 1. QreiĹzetai kĹpoio sqìlio gia ta teleutaÐa dÔo shmeÐa tou orismoÔ, pou anafèrontai stouc posodeÐktec. EÐnai koinÿc katanohtì pwc ìtan lème ìti alhjeÔei, prokeimènou gia touc fusikoÔc arijmoÔc, h èkfrash ∀x R(c, x) (ìpou antilambanìmaste to sÔmbolo stajerĹc c wc ton arijmì 1 kai to sqesiakì sÔmbolo R wc fifidiaireÐflfl) , ennooÔme pwc ìti timă ki an dÿsoume sto x to 1 ja diaireÐ to x. Edÿ Ĺllec metablhtèc den emfanÐzontai. Elègqoume loipìn thn alăjeia thc èkfrashc mìno anaforikĹ me to ti gÐnetai an dÿsoume ìlec tic dunatèc timèc sto x. An ìmwc emfanÐzontan sthn èkfrash ∀xψ Ĺllec 15 metablhtèc (kai mĹlista eleÔjera ston tÔpo ψ) ja lègame: o tÔpoc ∀xψ alhjeÔei (gia dedomènec timèc twn upoloÐpwn 15 metablhtÿn) an alhjeÔei gia kĹje dunată timă tou x o tÔpoc ψ (dedomènwn twn timÿn twn upoloÐpwn 15 metablhtÿn}. H qrăsh twn apotimăsewn twn metablhtÿn stic dÔo autèc teleutaÐec periptÿseic tou orismoÔ èqei to pleonèkthma ìti mac apodesmeÔei apì to na noiazìmaste gia tic sugkekrimènec timèc twn upoloÐpwn metablhtÿn (prĹgma polÔploko, eidikĹ ìtan oi loipèc emfanizìmenec metablhtèc eÐnai pollèc).

2. H metablhtă x stouc tÔpouc ∀xψ kai ∃xψ mporeÐ na emfanÐzetai ă na mhn emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo ψ. O parapĹnw orismìc mac exasfalÐzei th dunatìthta na kĹnoume ton tupikì èlegqo thc alăjeiac enìc tÔpou kai stic duo periptÿseic. Sthn prÿth perÐptwsh, eÐdame pÿc leitourgeÐ o orismìc sthn parapĹnw paratărhsh. Sth deÔterh perÐptwsh, an o tÔpoc ψ anagnwrÐzetai wc alhjăc (p.q o tÔpoc ∀z R(c, z), ermhneumènoc ìpwc sthn paratărhsh 1), tìte alhjeÔei kai o ∀x ∀z R(c, z), afoÔ prĹgmati, ìti timă ki an pĹrei h x o tÔpoc ∀z R(c, z) ikanopoieÐtai stouc fusikoÔc arijmoÔc.

Ja dÿsoume tÿra èna jeÿrhma pou mac epitrèpei ènan polÔ pio eÔkolo qeirismì tou parapĹnw orismoÔ. Sthn ousÐa diatupÿnei me epÐshmo trìpo autì pou (elpÐzoume) ègine katanohtì apì ìlh thn prohgoÔmenh suzăthsh, ìti dhladă h timă alăjeiac enìc tÔpou exartĹtai mìno apì thn apotÐmhsh twn metablhtÿn pou emfanÐzontai eleÔjera se autìn. H apìdeixh tou axÐzei prosoqăc, afoÔ eÐnai endeiktikă tou trìpou pou epiqeirhmatologoÔme sunăjwc, me epagwgă wc proc thn poluplokìthta twn tÔpwn, prokeimènou na apodeÐxoume isqurismoÔc pou anafèrontai se tuqaÐouc tÔpouc.

3.1.4 Jeÿrhma. Estw ìti φ eÐnai ènac tÔpoc sth glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹtwn kai v, v^′ eÐnai dÔo apotimăseic metablhtÿn se mÐa ermhneÐa A, oi opoÐec sumfwnoÔn se ìlec tic elèujerec metablhtèc tou φ. Tìte A |=_v φ an kai mìno an A |=_v′ φ

Apìdeixh: H apìdeixh ja gÐnei me epagwgă sto măkoc twn tÔpwn.

Ac prospajăsoume loipìn sthn arqă na apodeÐxoume ton isqurismì mac gia atomikoÔc tÔpouc. AutoÐ èqoun th morfă R(x_1, ..., x_n), ìpou R eÐnai èna sqesiakì sÔmbolo thc glÿssac. GrĹfoume R̃ gia thn ermhneÐa tou sqesiakoÔ autoÔ sumbìlou sth domă A. Tìte an eÐnai v(x_1) = a_1, ..., v(x_n) = a_n, opìte eÐnai kai v^′(x_1) = a_1, ..., v^′(x_n) = a_n, afoÔ oi dÔo apotimăseic metablhtÿn sumfwnoÔn stic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou, èqoume, me bĹsh ton orismì thc ikanopoihsimìthtac se mÐa emhneÐa:

30KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

A |=_v R(x_1, ..., x_n) an kai mìno an (a_1, ..., a_n) ∈ R̃ an kai mìno an A |=_v′ R(x_1, ..., x_n)

ProqwrĹme sthn perÐptwsh pou o tÔpoc eÐnai thc morfăc φ_1 ∧ φ_2. Deqìmaste ìti h upìjesh isqÔei gia touc tÔpouc φ_1, φ_2. Epomènwc èqoume

A |=_v φ_1 ∧ φ_2 an kai mìno an A |=_v φ_1 kai A |=_v φ_2 (apì thn epagwgikă upìjesh) an kai mìno an A |=_v′ φ_1 kai A |=_v′ φ_2 an kai mìno an A |=_v′ φ_1 ∧ φ_2

OmoÐwc proqwrĹme kai sthn perÐptwsh twn Ĺllwn sundèsmwn, an dhladă o φ eÐnai thc morfăc φ_1 ∨ φ_2, φ_1 → φ_2, ă ¬ψ. EndeiktikĹ, gia thn teleutaÐa perÐptwsh èqoume:

A |=_v ¬ψ an kai mìno an den isqÔei ìtiA |=_v ψ (apì thn epagwgikă upìjesh) an kai mìno an den isqÔei ìtiA |=_v′ ψ an kai mìno an A |=_v′ ¬ψ

KleÐnoume me to ligìtero tetrimmèno băma thc apìdeixhc, pou èqei na kĹnei me thn perÐptwsh twn posodeiktÿn, dhladă me thn perÐptwsh pou o φ eÐnai, ac poÔme, thc morfăc ∃xψ (h perÐptwsh tou kajolikoÔ posodeÐkth eÐnai Ðdia). Estw loipìn ìti èqoume A |=_v ∃xψ. Autì shmaÐnei, me bĹsh ton orismì thc ikanopoihsimìthtac wc proc thn apotÐmhsh metablhtÿn v, ìti upĹrqei mÐa apotÐmhsh metablhtÿn w, h opoÐa sumfwneÐ me thn v se ìlec tic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ∃xψ ètsi ÿste A |=_w ψ. Oi eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ∃xψ eÐnai autèc tou ψ, ektìc Ðswc apì thn x. Ja ftiĹxoume loipìn mÐa apotÐmhsh metablhtÿn w^′ me tic exăc dÔo idiìthtec: Af’ enìc ja sumfwneÐ me th v^′ stic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ∃xψ, af’ etaÐrou de ja sumfwneÐ me thn w stic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ψ. OrÐzoume thn apotÐmhsh aută wc exăc:

w^′(z) = { v^′(z), z ≠ x w(z), z = x (3.1)

PrĹgmati h sunĹrthsh aută èqei tic dÔo idiìthtec pou jèloume. GiatÐ, eÐpame ìti oi eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ∃xψ eÐnai autèc tou ψ, ektìc Ðswc apì thn x, eÐnai dhladă, se kĹje perÐptwsh, diaforetikèc apì thn x. Se mÐa tètoia metablhtă z èqoume w^′(z) = v^′(z), apì ton orismì. IkanopoieÐtai loipìn h prÿth idiìthta pou jèloume. Prokeimènou gia tic eleÔjerec metablhtèc tou ψ èqoume ìti eÐnai eÐte h x eÐte kĹpoia apì tic eleÔjerec metablhtèc tou ∃xψ. Otan z = x, pĹli apì ton orismì, èqoume w^′(z) = w(z). DiaforetikĹ, h z eÐnai eleÔjerh metablhtă tou ∃xψ kai, apì thn upìjesh thc prìtashc pou apodeiknÔoume, èqoume v(z) = v^′(z). Omwc se metablhtèc pou eÐnai eleÔjerec ston ∃xψ, sumfwnoÔn oi v kai w. Eqoume loipìn, s’ autăn thn perÐptwsh:

w^′(z) = v^′(z) = v(z) = w(z)

ProqwrĹme loipìn to epiqeÐrhmĹ mac wc exăc:

Epeidă h w^′ sumfwneÐ me thn w stic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ψ, apì thn epagwgikă upìjesh, èqoume A |=_w ψ an kai mìno an A |=_w′ ψ. Epiplèon, epeidă h w^′ sumfwneÐ me th v^′ stic eleÔjerec metablhtèc tou tÔpou ∃xψ, ă se ìlec tou ψ ektìc Ðswc thc x, èqoume A |=_v′ ∃xψ.

DeÐxame loipìn ìti A |=_v ∃xψ èpetai A |=_v′ ∃xψ. To epiqeÐrhma mporeÐ na antistrafeÐ (èqei summetrikì qaraktăra, den paÐzei rìlo an xekinĹme me thn v ă thn v^′) kai me ton Ðdio trìpo na sumperĹnoume kai ìti A |=_v′ ∃xψ èpetai A |=_v ∃xψ.

3.1.5 Pìrisma. Estw ìti σ eÐnai mÐa prìtash se mÐa glÿssa thc logikăc twn kathgorhmĹtwn kai A eÐnai mÐa domă gi autăn th glÿssa. An upĹrqei apotÐmhsh metablhtÿn v gia thn opoÐa A |=_v σ tìte ja isqÔei kai A |=_v′ σ, gia kĹje Ĺllh apotÐmhsh metablhtÿn v^′. An den isqÔei gia kĹpoia v ìti A |=_v σ, tìte de ja isqÔei oÔte gia opoiadăpote Ĺllh v^′.

Apìdeixh: Otan h σ eÐnai prìtash tìte den èqei eleÔjerec metablhtèc (an jèlete, to sÔnolo twn eleÔjerwn metablhtÿn thc eÐnai to kenì). Epomènwc kĹje dÔo apotimăseic metablhtÿn sumfwnoÔn stic eleÔjerec metablhtèc thc σ! (gia kĹje metablhtă z, an z anăkei sto sÔnolo twn eleÔjerwn metablhtÿn thc σ, tìte v(z) = v^′(z).) Ara, me bĹsh to prohgoÔmeno jeÿrhma, gia opoiesdăpote v, v^′ A |=_v σ an kai mìno an A |=_v′ σ.

Parathrăseic: 1. Prokeimènou loipìn gia mÐa prìtash σ èqei nìhma na grĹfoume A |= σ, afoÔ autì sumbaÐnei ă den sumbaÐnei anexĹrthta apotÐmhshc metablhtÿn. Etsi ftĹnoume me polÔ austhrì trìpo se mÐa katĹlhxh pou h empeirÐa mac me ta majhmatikĹ mac èkane na diaisjanìmaste: ìti, dhladă, mia opoiadăpote prìtash pou anafèretai se èna pedÐo pou meletĹme eÐte alhjeÔei

32KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

eÐte ìqi. Se èna Ĺllo pedÐo, h Ðdia prìtash (diatupwmènh sthn Ðdia glÿssa) ja alhjeÔei ă ìqi ki autì ja sumbaÐnei anexĹrthta thc sumperiforĹc thc sto prohgoÔmeno pedÐo anaforĹc. QarakthristikĹ, h prìtash

∀x ∃y (y.y = x)

pou isqurÐzetai pÿc kĹje arijmìc èqei tetragwnikă rÐza, den alhjeÔei stouc pragmatikoÔc arijmoÔc (ki autì den èqei na kĹnei me kammÐa apotÐmhsh metablhtÿn) enÿ alhjeÔei stouc migadikoÔc arijmoÔc.

2. ProkÔptei epÐshc apì to parapĹnw jeÿrhma ìti autì pou èqei shmasÐa prokeimènou gia thn ikanopoihsimìthta ă ìqi enìc tÔpou se mÐa domă eÐnai oi timèc pou paÐrnoun oi eleÔjerec metablhtèc tou. Etsi loipìn èqei nìhma plèon na grĹfoume A |= φ(x_1/a_1, ..., x_n/a_n), ennoÿntac ìti h domă A ikanopoieÐ ton tÔpo φ an dÿsoume stic eleÔjerec metablhtèc tou x_1, ..., x_n tic timèc a_1, ..., a_n, antÐstoiqa.

3. EÐdame parapĹnw ìti mÐa apotÐmhsh metablhtÿn epeketeÐnetai monosămanta se mÐa apotÐmhsh ìlwn twn ìrwn. An loipìn ènac ìroc t mporeÐ na antikatastajeÐ gia mÐa metablhtă x s’ ènan tÔpo autì shmaÐnei (ex orismoÔ) ìti oi metablhtèc pou summetèqoun sth grafă tou ìrou paramènoun eleÔjerec ston tÔpo metĹ thn antikatĹstash. An loipìn eÐqame A |=_v ∀xφ(x) ja èqoume A |=_v φ(t), ìpou φ(t) dhlÿnei ton tÔpo pou prokÔptei an antikatastăsoume mÐa eleÔjerh emfĹnish mÐac metablhtăc x apì ton ìro t. Autì sumbaÐnei akribÿc giatÐ, gia ìla ta a ∈ |A|, A |= φ(x/a). Eidikÿtera, gia to v̂(t) = b èqoume |= φ(x/b). Aută h idiìthta genikeÔei to aplì kai katanohtì gegonìc ìti, afoÔ gia kĹje pragmatikì arijmì x èqoume x.x + 1 ≥ 0, ìpoia èkfrash t (pou mporoÔme na kataskeuĹsoume me ta mèsa pou èqoume diajèsima) ki an bĹloume sth jèsh tou x ja exakoloujăsoume na èqoume t.t + 1 ≥ 0.

3.2 Ikanopoiăsimec protĹseic, tautologÐec

3.2.1 Orismìc. Lème ìti h domă thc glÿssac A ikanopoieÐ ton tÔpo φ wc proc thn apotÐmhsh metablhtÿn v an

A |=_v φ

Lème ìti o tÔpoc eÐnai ikanopoiăsimoc an upĹrqei domă thc glÿssac kai apotÐmhsh metablhtÿn v pou na ikanopoioÔn ton φ. Enac tÔpoc φ mÐac glÿssac thc kathgorhmatikăc logikăc lègetai tautologÐa (ă kajolikĹ ègkuroc) an ikanopoieÐtai se kĹje domă A thc glÿssac kai apotÐmhsh metablhtÿn v. Lème ìti o tÔpoc φ eÐnai antÐfash (ă antilogÐa) an den ikanopoieÐtai se kammÐa domă thc glÿssac. Tèloc, lème ìti oi tÔpoi φ kai ψ eÐnai logikĹ isodÔnamoi an, opotedăpote ikanopoieÐtai o ènac, ikanopoieÐtai kai o Ĺlloc, dhladă A |=_v φ an kai mìno an A |=_v ψ

Paratărhsh: Qrhsimopoiăste ton orismì thc ikanopoihsimìthtac gia na diapistÿsete ìti oi tÔpoi

¬(∀xφ) kai ∃x ¬φ eÐnai logikĹ isodÔnamoi. To Ðdio gia touc tÔpouc

¬(∃xφ) kai ∀x ¬φ ExetĹzoume edÿ thn kajolikă egkurìthta kĹpoiwn tÔpwn. KurÐwc mac endiafèrei na anadeÐxoume th shmasÐa twn periorismÿn pou tÐjentai wc proc tic emfanÐseic metablhtÿn. DÐnoume antiparadeÐgmata gia na tonÐsoume tÐ ja mporoÔse na pĹei strabĹ an den tÐjontan autoÐ oi periorismoÐ. 3.2.2 Prìtash. Oi parakĹtw tÔpoi eÐnai tautologÐec 1. ∀x(x = x) 2. ∀x∀y (x = y → (φ → φ^′)), ìpou h metablhtă x eÐnai opoiadăpote, h metablhtă x eÐnai antikatastĹsimh apì thn y ston tÔpo φ kai o tÔpoc φ^′ prokÔptei apì antikatĹstash kĹpoiwn eleÔjerwn emfanÐsewn thc x apì thn y ston tÔpo φ.

3. ∀xφ(x) → φ(t), ìpou h x eÐnai antikatastĹsimh apì ton ìro t ston φ. 4. ∀x(φ → ψ) → (φ → ∀xψ), ìpou o tÔpoc φ den perièqei eleÔjerh emfĹnish thc metablhtăc x.

Shmeiÿnoume edÿ ìti {h metablhtă x eÐnai antikatastĹsimh apì ton ìro t se ènan tÔpo} shmaÐnei praktikĹ ìti h metablhtă x den eÐnai sto {pedÐo drĹshc} kĹpoiou posodeÐkth ∀y ă ∃y mèsa ston tÔpo, ìpou h metablhtă y emfanÐzetai ston ìro t. Me Ĺlla lìgia

Apìdeixh: Afănoume ta dÔo prÿta wc Ĺskhsh. To (3.) suzhteÐtai sthn teleutaÐa paratărhsh thc prohgoÔmenhc enìthtac.

Tèloc exetĹzoume to (4.): Estw mÐa tuqaÐa domă A gia th glÿssa ìpou ekfrĹzontai oi φ, ψ. Ac upojèsoume loipìn ìti

A |= ∀x(φ → ψ)

34KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Autì shmaÐnei ìti,

gia ìla ta a ∈ |A|, A |= (φ → ψ)(x/a) Eidikÿtera ìti,

gia ìla ta a ∈ |A|, an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ(x/a) (∗) Jèloume na katalăxoume sto ìti

A |= φ → ∀xψ Ac upojèsoume loipìn epiplèon ìti A |= φ. Apì th stigmă pou h metablhtă x den emfanÐzetai eleÔjerh ston tÔpo φ èqoume pwc gia opoiadăpote apotÐmhsh metablhtÿn o tÔpoc φ ikanopoieÐtai sth domă A anexĹrthta tou tÐ timă paÐrnei h metablhtă x katĹ thn apotÐmhsh. Eqoume loipìn, eidikÿtera, A |= φ(x/a).

H paradoqă (*) tÿra mac lèei pwc

gia ìla ta a ∈ |A|, A |= ψ(x/a) Dhladă ìti

A |= ∀xψ, ìpwc ătan to zhtoÔmeno.

SuneqÐzoume parousiĹzontac antiparadeÐgmata pou katadeiknÔoun thn anagkaiìthta twn diafìrwn periorismÿn pou tÐjentai katĹ thn parousÐash twn axiwmatikÿn sqhmĹtwn. Xekinÿntac loipìn apì to teleutaÐo, ac jewrăsoume mia perÐptwsh ìpou h metablhtă x emfanÐzetai eleÔjerh ston tÔpo φ. PaÐrnoume, sth glÿssa thc jewrÐac twn pragmatikÿn arijmÿn (me sunarthsiakĹ sÔmbola {+, .}, sqesiakì sÔmbolo ≤ kai sÔmbola stajerĹc {0, 1})

φ : 0 ≤ x ψ : ∃y(y.y = x) Eqoume loipìn ton tÔpo

∀x(0 ≤ x → ∃y(y.y = x)) → (0 ≤ x → ∀x∃y(y.y = x)), o opoÐoc jèloume na eÐnai kajolikĹ ègkuroc.

DÐnontac sta sÔmbola th sunhjismènh ermhneÐa touc stouc pragmatikoÔc arijmoÔc ja jèlame kai gia th domă twn pragmatikÿn arijmÿn (pou sumbolÐzoume me R) na eÐnai

R |= ∀x(0 ≤ x → ∃y(y.y = x)) → (0 ≤ x → ∀x∃y(y.y = x)) H upìjesh thc sunepagwgăc ikanopoieÐtai stouc pragmatikoÔc arijmoÔc, dhladă

R |= ∀x(0 ≤ x → ∃y(y.y = x)), Ĺra ja èprepe na eÐnai kai

R |= (0 ≤ x → ∀x∃y(y.y = x)) Gia kĹpoia loipìn apotÐmhsh pou dÐnei sto x jetikă timă ja èprepe na eÐnai

R |= ∀x∃y(y.y = x)), prĹgma pou, fusikĹ, den isqÔei.

OmoÐwc, sthn perÐptwsh tou sqămatoc (3.), an paÐrname sthn Ðdia glÿssa ton tÔpo

φ : ∃y(y.x + 1 ≤ 0) kai zhtoÔsame to sqăma (3.) na eÐnai kajolikĹ ègkuro qwrÐc periorismoÔc ja èprepe na èqoume, gia thn sunhjismènh ermhneÐa thc glÿssac twn pragmatikÿn arijmÿn,

R |= ∀x∃y (y.x + 1 ≤ 0) → ∃y (y.y + 1 ≤ 0) Dedomènou ìmwc ìti prĹgmati eÐnai

R |= ∀x∃y (y.x + 1 ≤ 0) ja èprepe kai

R |= ∃y (y.y + 1 ≤ 0), prĹgma pou fusikĹ den sumbaÐnei.

3.2.3 Prìtash. Oi parakĹtw tÔpoi eÐnai tautologÐec (kai eÐnai gnwstoÐ wc nìmoi metakÐnhshc posodeiktÿn) (i)∀x(φ(x) → ψ) ↔ (∃xφ(x) → ψ), ìtan h metablhtă x den emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo ψ (ii) ∃x(φ(x) → ψ) ↔ (∀xφ(x) → ψ), ìtan h metablhtă x den emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo ψ

36KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Apìdeixh: AsqoloÔmaste me to (i). To deÔtero eÐnai panomoiìtupo. Estw mÐa tuqaÐa domă A gia th glÿssa ìpou ekfrĹzontai oi φ, ψ ki ac upojèsoume ìti A |= ∀x(φ(x) → ψ) enÿ tautìqrona èqoume ki ìti

A |= ∃xφ(x) To prÿto shmaÐnei ìti,

gia ìla ta a ∈ |A|, an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ enÿ to deÔtero ìti

upĹrqei a ∈ |A|, ÿste A |= φ(x/a). Epetai ìti A |= ψ.

AntÐstrofa, èstw ìti A |= ∃xφ(x) → ψ ki ac jewrăsoume ìti to a ∈ |A| eÐnai tètoio ÿste A |= φ(x/a). Tìte isqÔei ìti A |= ∃xφ(x) ki Ĺra mporoÔme na sumperĹnoume ìti A |= ψ. SumperaÐnoume loipìn ìti

an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ An to a ∈ |A| eÐnai tètoio ÿste den isqÔei A |= φ(x/a), tìte apì thn yeudă upìjesh A |= φ(x/a) mporoÔme na sumperĹnoume ìti

an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ Epomènwc, èqoume ìti

gia kĹje a ∈ |A|, an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ

Paratărhsh: 1. Eqei idiaÐtero endiafèron na doÔme to rìlo pou paÐzei o periorismìc gia th metablhtă x sta parapĹnw: An pĹroume gia φ ton tÔpo x ≥ 0 kai gia ψ ton tÔpo ∃y (y.y = x), tìte isqÔei stouc pragmatikoÔc arijmoÔc ∀x (x ≥ 0 → ∃y (y.y = x) kajÿc epÐshc kai ∃x (x ≥ 0). Omwc den alhjeÔei genikĹ ìti R |= ∃y (y.y = x) (⋆), afoÔ, lìgw thc eleÔjerhc emfĹnishc thc metablhtăc x, to teleutaÐo èqei thn ènnoia ìti sumbaÐnei gia

3.3. SULLOGISTIK§A SQ§HMATA 37

kĹje dunată timă thc x (dhladă gia kĹje apotÐmhsh metablhtÿn). Profanÿc, an dÿsoume sto x arnhtikèc timèc h sqèsh ⋆) den isqÔei.

2.KĹpoioi Ĺlloi sqetikoÐ nìmoi afănontai gia epexergasÐa stic askăseic.

3.3 SullogistikĹ sqămata

Sto parìn kefĹlaio deÐqnoume mia seirĹ apì {sullogistikĹ sqămata} thc Kathgorhmatikăc Logikăc. Dhladă, parousiĹzoume mÐa seirĹ apì apodeÐxeic tautologikÿn sunepeiÿn pou èqoun th morfă φ, ψ |= χ, ìpou φ, ψ, χ eÐnai tÔpoi thc Kathgorhmatikăc Logikăc. Ta sqămata autĹ parousiĹzoun kat’ arqăn kĹpoio istorikì endiafèron wc apìpeirec katagrafăc twn basikÿn logikÿn nìmwn se epoqèc pou prohgăjhkan thc sumbolikăc antimetÿpishc thc logikăc. KurÐwc ìmwc, apì th skopiĹ mac, apoteloÔn mia seirĹ apì askăseic pĹnw sto zăthma thc shmasiologÐac thc Kathgorhmatikăc Logikăc kai ton orismì thc alăjeiac katĹ Tarski. Ta katagrĹfoume wc mÐa seirĹ protĹsewn:

3.3.1 Prìtash. ∀x(φ → ψ), ∃x(σ ∧ ¬ψ) |= ∃x(σ ∧ ¬φ)

Apìdeixh: Estw ìti h domă A ikanopoieÐ tic upojèseic tou sullogistikoÔ sqămatoc, dhladă

A |= ∀x(φ → ψ), A |= ∃x(σ ∧ ¬ψ)

Tìte,

gia ìla ta a ∈ |A|, A |= (φ → ψ)(x/a) (1)

EpÐshc, upĹrqei a ∈ |A|, ÿste A |= (σ ∧ ¬ψ)(x/a). Autì shmaÐnei eidikÿtera ìti upĹrqei a ∈ |A|, ÿste, af’ enìc

A |= σ(x/a) (2),

af’ etaÐrou A |= ¬ψ(x/a) (3).

Apì thn Ĺllh pleurĹ h (1) shmaÐnei ìti, gia ìla ta a ∈ |A|, an A |= φ(x/a) tìte A |= ψ(x/a). Omwc, gia to sugkekrimèno a ∈ |A| thc (3) den isqÔei A |= ψ(x/a). Ara, gia autì to a ∈ |A| den isqÔei A |= φ(x/a). Ara, gia autì to a ∈ |A| isqÔei A |= ¬φ(x/a). Tautìqrona ìmwc, lìgw thc (2), èqoume, gia to Ðdio a ∈ |A|, ìti A |= σ(x/a). Ara, gia to Ðdio a ∈ |A|, A |= (σ ∧ ¬φ)(x/a). Epomènwc A |= ∃x(σ ∧ ¬φ)

3.3.2 Prìtash. ∀x(φ → ψ), ∃x(φ ∧ σ) |= ∃x(σ ∧ ψ)

38KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN

Apìdeixh: Estw ìti h domă A ikanopoieÐ tic upojèseic tou sullogistikoÔ sqămatoc, dhladă

A |= ∀x(φ → ψ), A |= ∃x(φ ∧ σ)

Tìte, gia ìla ta a ∈ |A|, èqoume A |= (φ → ψ)(x/a) (1) EpÐshc, upĹrqei a ∈ |A|, ÿste A |= (φ ∧ σ)(x/a). Autì shmaÐnei ìti, upĹrqei a ∈ |A| tètoio ÿste: A |= φ(x/a) (2)

A |= σ(x/a) (3)

Lìgw ìmwc tou ìti ikanopoieÐtai h (1) gia kĹje a ∈ |A|, Ĺra kai gia to sugkekrimèno a ∈ |A| gia to opoÐo ikanopoieÐtai h (2) èqoume oti anagkastikĹ ja prèpei, gia to Ðdio a ∈ |A|, na èqoume

A |= ψ(x/a) (4)

Epomènwc apo tic sqèseic (3),(4) gia to Ðdio a ∈ |A| èqoume A |= (σ∧ψ)(x/a). Ara A |= ∃x(σ ∧ ψ)

3.3.3 Prìtash. ¬∃x(φ ∧ ψ), ∃x(φ ∧ σ) |= ∃x(σ ∧ ¬ψ)

Apìdeixh: Estw ìti h domă A ikanopoieÐ tic upojèseic tou sullogistikoÔ sqămatoc, dhladă

A |= ¬∃x(φ ∧ ψ), A |= ∃x(φ ∧ σ)

Omwc ¬∃x(φ ∧ ψ) ↔ ∀x(¬φ ∨ ¬ψ), opìte h prÿth upìjesh gÐnetai:

A |= ∀x(¬φ ∨ ¬ψ)

Ara, gia kĹje a ∈ |A|: A |= ¬φ(x/a) (1) eÐte A |= ¬ψ(x/a) (2) EpÐshc, upĹrqei a ∈ |A|, ÿste A |= (φ ∧ σ)(x/a). Autì shmaÐnei ìti, upĹrqei a ∈ |A| tètoio ÿste: A |= φ(x/a) (3)

A |= σ(x/a) (4)

H sqèsh (1) den eÐnai dunaton na ikanopoieÐtai giatÐ tìte, lìgw thc (3), ja èqoume oti sth domă A ja ikanopoieÐtai h φ kai h Ĺrnhsh thc ¬φ, prĹgma Ĺtopo.

Opìte apo tic sqèseic (2),(4), gia to Ðdio a ∈ |A|, èqoume A |= (σ ∧¬ψ)(x/a). Ara A |= ∃x(σ ∧ ¬ψ)

3.4 Askăseic

1. DeÐxte ìti ta parakĹtw eÐnai tautologÐec kai exhgeÐste giatÐ den isqÔoun oi antÐstrofec sunepagwgèc:

(i)(∀xφ ∨ ∀ψ) → ∀x(φ ∨ ψ),

(ii) ∃x(φ ∧ ψ) → (∃xφ ∧ ∃xψ)

(Upìdeixh: Wc antiparĹdeigma gia thn antÐstrofh sunepagwgă, sto prÿto, pĹrte φ : x ≤ 0, ψ : 0 ≤ x kai ermhnèyte stouc pragmatikoÔc arijmoÔc. Sto deÔtero, pĹrte gia φ ènan tÔpo pou na lèei fifio x eÐnai Ĺrtiocflfl kai gia ψ ènan tÔpo pou na lèei fifio x eÐnai perittìcflfl kai ermhnèyte touc stouc fusikoÔc arijmoÔc.)

2. Gia thn kajemÐa apì tic parakĹtw protĹseic breÐte mia domă pou na thn ikanopoieÐ kai mÐa pou na mhn thn ikanopoieÐ:

(i)∀x∀y (R(x, y) → ∃z(R(x, z) ∧ R(z, y))),

(ii) ∀x∀y(R(x, y) → ∃z(R(x, z) ∨ R(z, y))),

(iii) ∀x∀y(R(x, y) ∨ R(y, x)),

(iv) ∀x∀y(R(x, x) → (R(x, y) ∨ R(y, x))),

(v) ∀x∀y∀z(R(x, x) → (R(x, z) ∨ R(z, y))),

ìpou R eÐnai èna tuqaÐo dimelèc sqesiakì sÔmbolo. MporeÐ na ermhneuteÐ wc opoiadăpote sqèsh, se opoiodăpote sÔnolo.

(Upìdeixh: SkefteÐte sqèseic metaxÔ majhmatikÿn antikeimènwn pou ădh gnwrÐzete, ìpwc diĹtaxh, diairetìthta, parallhlÐa, suneujeiakìthta klp. ProsdiorÐste me akrÐbeia to sÔnolo sto opoÐo kĹnete thn ermhneÐa, dhladă to sÔnolo - forèa thc domăc. Prospajăste na diatupÿsete me lìgia ti lèei h kĹje prìtash gia ta stoiqeÐa tou sunìlou, ìpou kĹnete thn ermhneÐa. AntÐ na apodeÐxete me bĹsh touc orismoÔc ìti mÐa prìtash ikanopoieÐtai sth domă pou epilèxate, diabĹste tÐ lèei gia ta stoiqeÐa tou sunìlou - forèa kai anagnwrÐste mÐa gnwstă alăjeia gi’ autì. P.q mporeÐ mÐa prìtash na lèei gia th diĹtaxh anĹmesa se pragmatikoÔc arijmoÔc ìti an ènac arijmìc eÐnai mikrìteroc enìc deÔterou kai o deÔteroc enìc trÐtou, tìte kai o prÿtoc eÐnai mikrìteroc tou trÐtou.)

40KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN 3. Gia thn kajemÐa apì tic parakĹtw protĹseic breÐte mia domă pou na thn ikanopoieÐ kai mÐa pou na mhn thn ikanopoieÐ: (i)∀x∀y (R(x, x, y)) ∧ R(x, y, y)), (ii) ∀x∀y∀z(R(x, y, z) → ∃w(R(x, w, y) ∨ R(y, w, z))), (iii) ∀x∀y∀z (R(x, y, z) → ∃uR(x, u, y) ∧ ∃wR(y, w, z)), (R eÐnai èna tuqaÐo trimelèc sqesiakì sÔmbolo.) 4. BreÐte mia domă pou na ikanopoieÐ tautìqrona touc tÔpouc: (i) (∀x)(∃y)(P (x, y) ∧ S(x, y)) kai (ii) (∀x)(¬P (x, x)) LÔsh: PaÐrnoume wc sÔnolo forèa thc domăc mac autì twn fusikÿn arijmÿn N. ErmhneÔoume to sÔmbolo P wc th sqèsh > (austhrĹ megalÔtero apo) kai to sÔmbolo S wc th sqèsh | (diaireÐ, dhl. |(x, y) an kai mìno an upĹrqei z ÿste x.z = y)).

PaÐrnoume thn domă M =< N, >, ·, 0, 1 >, tìte oi dÔo tÔpoi gÐnontai: (∀x)(∃y)(y > x ∧ x|y), pou ekfrĹzei gia touc fusikoÔc arijmoÔc to gnwstì gegonìc ìti kĹje fusikìc arijmìc èqei èna megalÔtero pollaplĹsio tou kai (∀x)(¬(x > x)), pou ekfrĹzei dhladă gia touc fusikoÔc arijmoÔc ìti kanènac arijmìc den eÐnai megalÔteroc tou eautoÔ tou.

5. DeÐxte ìti ta parakĹtw eÐnai tautologÐec: (i)∀x(φ → ψ) → (∀xφ → ∀xψ), (ii) (∃xφ → ∃xψ) → ∃x(φ → ψ)

6. DeÐxte ìti ta parakĹtw eÐnai tautologÐec kai dÿste antiparadeÐgmata pou na exhgoÔn giatÐ eÐnai anagkaÐoi oi periorismoÐ wc proc tic eleÔjerec emfanÐseic twn metablhtÿn.

(i)∀x(φ → ψ) ↔ (φ → ∀xψ), ìtan h metablhtă x den emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo φ

(ii) ∃x(φ → ψ) ↔ (φ(x) → ∃xψ), ìtan h metablhtă x den emfanÐzetai eleÔjera ston tÔpo ψ

7. DeÐxte ìti eÐnai tautologÐa h prìtash

∃x (φ(x) → ∀yφ(y))

(Upìdeixh: Prospajăste na exetĹsete an upĹrqei ermhneÐa pou na epalhjeÔei thn Ĺrnhsh thc parapĹnw prìtashc)

8. Estw ìti S eÐnai èna dimelèc sqesiakì sÔmbolo. DeÐxte ìti eÐnai tautologÐa h prìtash

¬∃y∀x (S(y, x) ↔ ¬S(x, x).

9. DeÐxte, me th boăjeia enìc antiparadeÐgmatoc, ìti den eÐnai tautologÐa h prìtash ∀x∃yφ ↔ ∃y∀xφ

IsqÔei kĹpoia apì tic sunepagwgèc?

10. GrĹyte mÐa prìtash pou gia na thn ikanopoieÐ mÐa domă prèpei na èqei toulĹqiston èna stoiqeÐo (Upìdeixh: Prospajăste na deÐte an alhjeÔei se mÐa tuqaÐa domă h prìtash ∃x(x = x).) Sth sunèqeia grĹyte mÐa prìtash pou gia na thn ikanopoieÐ mÐa domă prèpei na èqei akribÿc èna stoiqeÐo. (Upìdeixh: Prospajăste na deÐte tÐ shmaÐnei ìti alhjeÔei se mÐa domă h prìtash ∀x∀y(x = y).)

11. GrĹyte mÐa prìtash pou gia na thn ikanopoieÐ mÐa domă prèpei na èqei toulĹqiston dÔo stoiqeÐa. Sth sunèqeia grĹyte mÐa prìtash pou gia na thn ikanopoieÐ mÐa domă prèpei na èqei akribÿc dÔo stoiqeÐa.

42KEF§ALAIO 3. ERMHNEIA THS LOGIKHS TWN KATHGORHMATWN 12. Estw ìti Γ kai Δ eÐnai dÔo sÔnola protĹsewn se mÐa glÿssa thc kathgorhmatikăc logikăc. Jètoume Mod(Γ) = {A | A |= σ, gia ìlec tic σ ∈ Γ} (dhladă Mod(Γ) eÐnai to sÔnolo twn domÿn pou ikanopoioÔn ìlec tic protĹseic tou sunìlou Γ.) DeÐxte ìti, an Γ ⊆ Δ, tìte Mod(Γ) ⊇ Mod(Δ).

Sth sunèqeia deÐxte ìti, gia tuqaÐa sÔnola protĹsewn Γ, Δ se mÐa glÿssa, Mod(Γ ∪ Δ) = Mod(Γ) ∩ Mod(Δ).