Diatetagmèna SÔnola kai Algebrec thc Logikăc

Panagăc Karazèrhc Tmăma Majhmatikÿn, Panepistămio Patrÿn

23 SeptembrÐou 2004

2

Eisagwgă

Oi paroÔsec shmeiÿseic grĹfthkan gia tic anĹgkec enìc kat’ epilogăn majămatoc, me ton Ðdio tÐtlo, pou didĹsketai sto trÐto ètoc spoudÿn tou Tmămatoc Majhmatikÿn tou PanepisthmÐou Patrÿn.

Skopìc tou majămatoc, se prÿto epÐpedo, apoteleÐ h exoikeÐwsh me tic ènnoiec thc diĹtaxhc kai twn algebrikÿn domÿn pou aporrèoun apì autăn. H ènnoia thc diĹtaxhc eÐnai kentrikă sta MajhmatikĹ, afoÔ sunodeÔei katĹ fusikì trìpo dÔo apì tic prwtarqikèc touc ènnoiec, aută tou arijmoÔ kai tou sunìlou. H diĹtaxh emfanÐzetai ădh sta arijmhtikĹ sustămata pou apoteloÔn to basikì kormì thc Majhmatikăc Epistămhc. Eidikÿtera h diĹtaxh twn pragmatikÿn arijmÿn kai oi epagìmenec ènnoiec tou supremum kai tou infimum èqoun kajoristikì qaraktăra gia thn katanìhsh twn jemeliwdÿn ennoiÿn thc Majhmatikăc AnĹlushc. Peraitèrw, oi domèc pou aporrèoun apì th diĹtaxh tou egkleismoÔ uposunìlwn, ìpwc aută tou (plărouc) diktuwtoÔ ă thc Ĺlgebrac Boole èqoun kajolikă parousÐa sth sÔgqronh Algebra kai th JewrÐa Sunìlwn. JewroÔme, wc ek toÔtou, aparaÐthth thn xeqwristă antimetÿpish thc ènnoiac sto epÐpedo twn proptuqiakÿn spoudÿn tou Tmămatoc Majhmatikÿn, an mh ti Ĺllo, gia thn aposafănish tètoiwn katastĹsewn ìpou h ènnoia thc diĹtaxhc emfanÐzetai me fusikì ìso kai kajoristikì trìpo.

Se èna deÔtero epÐpedo, oi domèc pou aporrèoun apì th diĹtaxh dièpoun mÐa olìklhrh perioqă thc Majhmatikăc Epistămhc pou estiĹzei thn prosoqă thc sth logikă anĹlush thc glÿssac. Wc antikeÐmeno autăc thc anĹlushc nooÔme eÐte th fusikă glÿssa (tìso tou kajhmerinoÔ lìgou allĹ polÔ perissìtero tou majhmatikoÔ lìgou), eÐte thn opoiadăpote sumbolikă glÿssa pou mporeÐ na qrhsimopoieÐtai gia thn epikoinwnÐa anjrÿpou kai mhqanăc. Autì to deÔtero epÐpedo antanaklĹtai sto deÔtero misì tou tÐtlou twn shmeiÿsewn, dhladă stic fifiĹlgebrec thc Logikăc flfl. Me ton ìro autì dhlÿnoume mia seirĹ apì majhmatikèc domèc pou emfanÐzontai, ìqi mìno katĹ thn tupopoÐhsh thc klassikăc logikăc twn protĹsewn (dhladă thc Ĺlgebrac Boole) allĹ kai stic diadikasÐec exagwgăc sumperasmĹtwn upì sugkekrimènec sunjăkec (abèbaiìthta, periorismènh mnămh thc mhqanăc klp.), kajÿc epÐshc kai katĹ thn tupopoÐhsh upologistikÿn diadikasiÿn. MerikoÐ filìsofoi ja dÐstazan na apokalèsoun tic parapĹnw leitourgÐec fifilogikăflfl (blèpe, J. Hintikka, The principles of Mathematics revisited, Cambridge 1996), Ðswc loipìn na qrhsimopoioÔme autìn ton ìro kataqrhstikĹ. Se kĹje perÐptwsh ìmwc h melèth autoÔ tou antikeimènou èqei katasteÐ anapìspasto mèroc pollÿn (metaptuqiakÿn) programmĹtwn spoudÿn sth Logikă kai th Jewrhtikă Plhroforikă. Apì autăn thn Ĺpoyh dikailogeÐtai miĹ prÿth parousÐash tou antikeimènou se proptuqiakì epÐpedo.

Oi paroÔsec shmeiÿseic perilambĹnoun tèssera kefĹlaia. Sto prÿto eisĹgontai h ènnoia tou diatetagmènou sunìlou, tou supremum kai tou infimum, tou kateujunìmenou uposunìlou enìc diatetagmènou sunìlou kai twn basikÿn domÿn diĹtaxhc (hmidiktuwtĹ, diktuwtĹ, plărh diktuwtĹ). ExetĹzoume tic sunartăseic pou diathroÔn th diĹtaxh kai Ĺllec sqetikèc ènnoiec. KleÐnoume to kefĹlaio me èna jemeliÿdec apotèlesma gÔrw apì thn emfÔteush enìc diatetagmènou sunìlou katĹ ènan kajolikì trìpo mèsa se èna plărec diktuwtì. Edÿ epideiknÔoume, gia prÿth allĹ ìqi monadikă forĹ se autèc tic shmeiÿseic, mia merolhptikìthta wc proc to jèma pou epilègoume na jÐxoume. Gia lìgouc sunĹfeiac me ta jèmata pou jÐgoume sth sunèqeia allĹ kai oikonomÐac tou keimènou, epilègoume na suzhtăsoume th sugkekrimènh diadikasÐa plărwshc se bĹroc mÐac Ĺllhc, ex Ðsou shmantikăc, autăc mèsw twn tomÿn Dedekind - MacNeille.

Sto deÔtero kefĹlaio eisĹgoume tic ènnoiec tou peperasmènou (sumpagoÔc) stoiqeÐou enìc diktuwtoÔ, tou algebrikoÔ diktuwtoÔ tou ideÿdouc kai tou fÐltrou, tou epimeristikoÔ kai tou plărwc epimeristikoÔ diktuwtoÔ. EisĹgontai oi Ĺlgebrec Boole wc eidikèc periptÿseic epimeristikÿn diktuwtÿn kai meletÿntai oi basikèc idiìthtèc touc. To jèma ìmwc pou sunèqei to parìn kefĹlaio eÐnai autì thc anaparĹstashc diafìrwn eidÿn diktuwtÿn wc diktuwtÿn idewdÿn, egqeÐrhma pou ja katalăxei sto tètarto kefĹlaio me thn plărh anaparĹ- stash Stone gia ta epimeristikĹ diktuwtĹ. Edÿ dÐnoume èna eÐdoc fifi mh - topologikăc anaparĹstashc flfl Stone. H plărhc anaparĹstash ja èljei wc fusikă sunèpeia twn apotelesmĹtwn tou parìntoc kefalaÐou ìtan sto teleutaÐo kefĹlaio analÔsoume ta plărwc epimeristikĹ diktuwtĹ (=plaÐsia, sth sÔgqronh orologÐa) wc diktuwtĹ anoiktÿn uposunìlwn topologikÿn qÿrwn.

Sto trÐto kefĹlaio eisĹgoume th jemeliÿdh ènnoia twn prosarthmènwn apeikonÐsewn. EpanexetĹzoume tic basikèc ènnoiec pou sundèontai me to jèma thc diĹtaxhc, ìpwc autèc tou supremum kai tou infimum apì aută th skopiĹ. KatadeiknÔoume thn kentrikă sqèsh thc prosĹrthshc metaxÔ twn logikÿn sundèsmwn exĹgontac touc basikoÔc nìmouc thc Logikăc wc porÐsmata autăc thc sqèshc. EisĹgoume th domă thc Ĺlgebrac Heyting wc genÐkeushc thc Ĺlgebrac Boole allĹ katadeiknÔoume kai th dunatìthta mÐac seirĹc genikeÔsewn, sto Ðdio pneÔma, pou antistoiqoÔn se mÐa seirĹ apì Ĺlgebrec thc Logikăc, me thn ènnoia pou suzhtăjhke parapĹnw. H kajoristikă shmasÐa twn prosarthmènwn apeikonÐsewn fanerÿnetai gia mia akìmh forĹ apì thn anĹlush twn logikÿn posodeiktÿn sta plaÐsia autăc thc ènnoiac.

Tèloc, sto tètarto kefĹlaio suzhtĹme analutikÿtera ta fÐltra kai ta ideÿdh epimeristikÿn diktuwtÿn, th sqèsh touc me touc omomorfismoÔc diktuwtÿn kajÿc kai to pÿc mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn wc sÔnola shmeÐwn gia thn anaparĹstash orismènwn plărwc epimeristikÿn diktuwtÿn wc diktuwtÿn anoiktÿn uposunìlwn topologikÿn qÿrwn. Etsi ftĹnoume sthn anaparĹstash Stone twn epimeristikÿn diktuwtÿn wc diktuwtÿn sumpagÿn anoiktÿn uposunìlwn kĹpoiwn topologikÿn qÿrwn. ParousiĹzoume thn efarmogă autăc thc anaparĹstashc sthn apìdeixh dÔo klassikÿn apotelesmĹtwn thc Majhmatikăc Logikăc: tou jewrămatoc plhrìthtac kai tou jewrămatoc sumpagìthtac. FusikĹ ènac tètoioc drìmoc den eÐnai aparaÐthtoc (oÔte kan o suntomÿteroc) gia thn apìdeixh twn dÔo teleutaÐwn jewrhmĹtwn. Perissìtero mac endiafèrei na deÐxoume ton ousiastikì majhmatikì purăna pÐsw apì autĹ ta apotelèsmata.

AnĹmesa sta pollĹ zhtămata pou epilègoume na mh jÐxoume edÿ Ðswc autì me th megalÔterh sunĹfeia wc proc ta jèmata pou suzhtĹme eÐnai autì twn suneqÿn diktuwtÿn, h jewrÐa twn opoÐwn eÐnai kentrikăc shmasÐac sth shmasiologikă anĹlush twn glwssÿn programmatismoÔ. ArkoÔmaste, wc proc autì, sth suzăthsh twn peperasmènwn stoiqeÐwn kai twn algebrikÿn diktuwtÿn pou apoteloÔn thn afethrÐa thc suzăthshc autăc thc eurÔterhc jewrÐac.

Na anafèroume, tèloc, ìti epilègoume na plaisiÿsoume ta kefĹlaia twn shmeiÿsewn autÿn me mÐa seirĹ askăsewn poikÐlhc duskolÐac kai jewrhtikăc shmasÐac. EpÐshc parousiĹzoume mia seirĹ bibliografikÿn anaforÿn epilègontac tic endeiktikÿterec, katĹ th gnÿmh mac, thc xènhc bibliografÐac kai elpÐzontac na eÐmaste to dunatìn piì periektikoÐ wc proc thn ellhnikă bibliografÐa.

Jèlw na kleÐsw ekfrĹzontac tic euqaristÐec mou proc touc foithtèc tou Tmămatoc Majhmatikÿn tou PanepeisthmÐou Patrÿn pou parakoloÔjhsan to mĹjhma twn fifiDiatetagmènwn Sunìlwnflfl kai èkanan diĹforec beltiwtikèc parathrăseic wc proc to perieqìmeno progenèsterwn morfÿn twn shmeiÿsewn. Eidikÿtera jèlw na euqaristăsw to metaptuqiakì foithtă tou Tmămatoc Majhmatikÿn k. A. MantzĹrh, o opoÐoc èlegxe diaxodikĹ tic shmeiÿseic kai entìpise mÐa seirĹ apì lĹjh. Ta enapomeÐnanta, fusikĹ, baraÐnoun ton grĹfonta.

6

KefĹlaio 1

Diatetagmèna sÔnola kai plărh diktuwtĹ

Eisagwgă Sto kefĹlaio autì exetĹzoume tic basikèc ènnoiec thc diĹtaxhc, thc duðkăc diĹtaxhc pĹnw se èna diatetagmèno sÔnolo, tou supremum, tou infimum kajÿc kai kĹpoiec basikèc protĹseic pou exasfalÐzoun thn Ôparxă touc. DÐnoume touc basikoÔc orismoÔc tou hmidiktuwtoÔ, tou diktuwtoÔ kai tou plărouc diktuwtoÔ kai exetĹzoume pÿc anakÔptei algebrikă domă apì th diĹtaxh enìc sunìlou kai antistìfwc. ExetĹzoume tÐ shmaÐnei mia sunĹrthsh anĹmesa se diatetagmèna sÔnola na diathreÐ th diĹtaxh kai kĹpoiec sqetikèc me autăn thn katĹstash ènnoiec. MilĹme gia sÔnola sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh kai deÐqnoume pÿc mporoÔn kai autĹ na diataqjoÔn kai na apoktăsoun suprema kai infima. DeÐqnoume pÿc mporoÔme na emfuteÔoume èna opoiodăpote diatetagmèno sÔnolo mèsa se èna plărec diktuwtì katĹ èna bèltisto trìpo.

Stìqoc tou kefalaÐou eÐnai h exoikeÐwsh me tic basikèc ènnoiec pou eÐnai sqetikèc me th diĹtaxh kai h proetoimasÐa gia thn eisagwgă twn ennoiÿn tou fÐltrou kai tou ideÿdouc pĹnw se èna (hmi-)diktuwtì (exeidikeÔseic twn ennoiÿn tou Ĺnw kai kĹtw sunìlou, antistoÐqwc, ìpwc tic meletĹme edÿ), ènnoiec pou eÐnai kentrikăc shmasÐac, tìso gia thn anĹptuxh thc jewrÐac twn diatetagmènwn sunìlwn, ìso kai gia tic efarmogèc touc se Ĺllouc klĹdouc twn majhmatikÿn kai sth logikă.

1.1 Sqèseic diĹtaxhc:

MÐa sqèsh diĹtaxhc pĹnw s’ èna sÔnolo P eÐnai mÐa anaklastikă, antisummetrikă kai metabatikă sqèsh. Dhladă miĹ sqèsh ≤ anĹmesa sta stoiqeÐa tou P pou plhreÐ tic akìloujec sunjăkec, antistoÐqwc:

8KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

(i) ∀x x ≤ x

(ii) ∀x∀y x ≤ y & y ≤ x ⇒ x = y

(iii) ∀x∀y∀z x ≤ y & y ≤ z ⇒ x ≤ z

ParadeÐgmata: 1) To sÔnolo N twn fusikÿn arijmÿn me th fusikă touc diĹtaxh

2) To dunamosÔnolo enìc sunìlou me th sqèsh ⊆ tou perièqesjai. 3) To sÔnolo twn upoomĹdwn mÐac omĹdac me th sqèsh ⊆ tou perièqesjai. 4) To sÔnolo twn idewdÿn enìc antimetajetikoÔ daktulÐou me th sqèsh ⊆ tou perièqesjai.

5) To sÔnolo N twn fusikÿn arijmÿn me th sqèsh thc diairetìthtac, dhladă n ≤ m an upĹrqei k ∈ N me m = n.k

6) To sÔnolo twn peperasmènwn akoloujiÿn apì yhfÐa 0 kai 1, diatetagmèno me th sqèsh thc epèktashc, dhladă s_1 ≤ s_2 an h akoloujÐa s_1 eÐnai arqikì tmăma thc akoloujÐac s_2, p.q ìtan s_1 = 00101 kai s_2 = 001011, s_3 = 0010100 èqoume ìti s_1 ≤ s_2 kai s_1 ≤ s_3.

7) To sÔnolo twn klĹsewn isodunamÐac twn protĹsewn tou protasiakoÔ logismoÔ (ìpou dÔo protĹseic eÐnai isodÔnamec an kajemÐa apì tic duì sunepĹgetai thn Ĺllh) me th sqèsh thc logikăc sunepagwgăc, dhladă ‖ p ‖≤‖ q ‖ an p → q.

8) Oi ènnoiec mÐac jewrÐac mporoÔn na diataqjoÔn anĹloga me thn fifièktasăflfl touc, p.q an anaferìmaste sto sÔnolo twn ennoiÿn pou mporeÐ na perigrĹfoun ta tetrĹpleura èqoume fifitetrĹgwno ≤ rìmbocflfl.

9) To sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou sqèsh ⊆ tou perièqesjai.

10) H legìmenh duðkă diĹtaxh s’ èna ădh diatetagmèno sÔnolo (P, ≤) apoteleÐ kai aută sqèsh diĹtaxhc: DÔo stoiqeÐa x, y sqetÐzontai me aută th sqèsh, grĹfoume x ⊑ y, an kai mìno an y ≤ x. Anaferìmaste sto sÔnolo P , efodiasmèno me th duðkă tou diĹtaxh, wc to antÐjeto tou P kai to sumbolÐzoume me P^{op}.

Parathrăseic 1) Ena diatetagmèno sÔnolo lègetai grammikÿc diatetagmèno an gia kĹje x kai y sÔnolo isqÔei eÐte x ≤ y ă y ≤ x. Opwc faÐnetai kai apì ta parapĹnw paradeÐgmata ta diatetagmèna sÔnola pou jewroÔme den eÐnai sunăjwc grammikÿc diatetagmèna, dhladă den sugkrÐnontai kat’ anĹgkh metaxÔ touc kĹje duì stoiqeÐa touc. Pio sugkekrimèna mìno to parĹdeigma (1) apoteleÐ perÐptwsh grammikÿc diatetagmènou sunìlou, kajÿc kai to parĹdeigma (10) sthn perÐptwsh pou to arqikì sÔnolo (P, ≤) eÐnai

1.1. SQ§ESEIC DI§ATAXHC: 9

grammikÿc diatetagmèno. Ta Ĺlla paradeÐgmata, genikÿc, den apoteloÔn periptÿseic grammikÿc diatetagmènwn sunìlwn. Autì èqei shmasÐa gia to pÿc epiqeirhmatologeÐ kaneÐc sta plaÐsia autăc thc jewrÐac. Gia parĹdeigma to endeqìmeno na mhn isqÔei x ≤ y den sunepĹgetai ìti y < x.

2) To parĹdeigma (10) èqei xeqwristă jewrhtikă shmasÐa. EÐnai mia teqnikă epinìhsh pou epitrèpei megĹlh oikonomÐa sto tÐ apodeiknÔei kaneÐc sth jewrÐa twn diatetagmènwn sunìlwn, kajÿc kai sto pÿc ekfrĹzetai kaneÐc sta plaÐsia autăc thc jewrÐac: Mia seirĹ apì ènnoiec thc jewrÐac mac eÐnai duðkèc proc kĹpoiec Ĺllec, dhladă apoteloÔn ekfĹnseic thc arqikăc ènnoiac an thn ermhneÔsoume sto P^{op}, p.q ìtan lème fifito elĹqisto stoiqeÐo tou P flfl eÐnai to Ðdio me to na poÔme fifito mègisto stoiqeÐo tou P^{op}flfl.

SuqnĹ, gia epoptikoÔc lìgouc ă kai gia paragwgă antiparadeigmĹtwn proc diĹforouc isqurismoÔc, eÐnai qrăsimo na ftiĹqnoume diatetagmèna sÔnola ă na anaparistoÔme mèroc touc epĹnw sto qartÐ (oÔtwc ă Ĺllwc ta perissìtera diatetagmèna sÔnola pou ja mac apasqolăsoun eÐnai Ĺpeira). Autì gÐnetai mèsw twn legìmenwn diagrammĹtwn Hasse. Etsi, gia parĹdeigma, to sÔnolo twn uposunìlwn enìc sunìlou me dÔo stoiqeÐa {a, b} anaparÐstatai wc exăc:

{a, b} � � {a} {b} � � ∅ enÿ to diatetagmèno sÔnolo twn upoomĹdwn thc legìmenhc diedrikăc omĹdac me tèssera stoiqeÐa, pou dÐnetai apì thn parĹstash D_2 =< a, b | a^2 = b^2 = 1, ab = ba >, anaparÐstatai wc exăc:

D_2 � | � {1, a} {1, ab} {1, b} � | � {1} H anisotikă sqèsh dhladă paristĹnetai me thn Ôparxh mÐac grammăc pou sundèei to èna stoiqeÐo me èna Ĺllo se pio pĹnw epÐpedo.

10KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

1.2 Suprema kai infima

Estw S ⊆ P èna uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou. Lème ìti to stoiqeÐo x ∈ P eÐnai Ĺnw frĹgma tou S an gia kĹje s ∈ S isqÔei s ≤ x. DuðkĹ, lème ìti to stoiqeÐo x ∈ P eÐnai kĹtw frĹgma tou S an gia kĹje s ∈ S isqÔei x ≤ s.

To stoiqeÐo x ∈ P lègetai supremum tou S ⊆ P an eÐnai Ĺnw frĹgma tou S kai gia kĹje Ĺllo Ĺnw frĹgma y tou S isqÔei x ≤ y. Dhladă to supremum eÐnai to elĹqisto Ĺnw frĹgma tou uposunìlou S ⊆ P . SumbolÐzoume to supremum tou uposunìlou S ⊆ P me ⋁ S ă supS. To supremum enìc dimeloÔc uposunìlou {x, y} to sumbolÐzoume me x ∨ y.

DuðkĹ, to stoiqeÐo x ∈ P lègetai infimum tou S ⊆ P an eÐnai kĹtw frĹgma tou S kai gia kĹje Ĺllo kĹtw frĹgma y tou S isqÔei y ≤ x. Dhladă to infimum eÐnai to mègisto kĹtw frĹgma tou uposunìlou S ⊆ P . SumbolÐzoume to infimum tou uposunìlou S ⊆ P me ⋀ S ă infS. To infimum enìc dimeloÔc uposunìlou {x, y} to sumbolÐzoume me x ∧ y.

KĹpoiec forèc to uposÔnolo tou P gia to opoÐo milĹme mporeÐ na dÐnetai parametrikopoihmèno apì èna sÔnolo deiktÿn I, dhladă na èqoume mia oikogèneia stoiqeÐwn tou P , {x_i|i ∈ I}. SumbolÐzoume tìte to supremum ă to infimum autoÔ tou sunìlou me ⋁ i∈I x_i kai ⋀ i∈I x_i, antÐstoiqa.

ParadeÐgmata - Parathrăseic 1) Sto sÔnolo R twn pragmatikÿn arijmÿn, me th fusikă touc diĹtaxh, jewroÔme ta uposÔnola A = {1,^1_2 , ...,^1_n , ...} kai B = {2, 3 −^1_2 , ..., 3 −^1_n , ...}. Eqoume ⋁ A = 1 kai ⋀ A = 0 kajÿc kai ⋁ B = 3 kai ⋀ B = 2. O prÿtoc kai o teleutaÐoc isqurismìc èqoun profană aitiolìghsh. Gia ton deÔtero (h trÐth perÐptwsh eÐnai anĹlogh) parathroÔme ta exăc: To 0 eÐnai safÿc kĹtw frĹgma tou sunìlou A. An to x eÐnai èna Ĺllo kĹtw frĹgma tìte eÐnai kat’ anĹgkh 0 ≥ x. GiatÐ diaforetikĹ, lìgw thc grammikìthtac thc diĹtaxhc tou R, ja ătan 0 < x. Autì shmaÐnei ìti mporoÔme na broÔme arijmì thc morfăc^1_N me^1_N < x (p.q gia N = [^1_x ] + 1), opìte to x paÔei na eÐnai kĹtw frĹgma tou A (Ĺtopo). ParathroÔme ìti to supremum ă to infimum kĹpoiou uposunìlou enìc diatetagmènou sunìlou den anăkoun anagkastikĹ sto uposÔnolo. An kĹti tètoio sumbaÐnei lème ìti to supremum eÐnai to mègisto stoiqeÐo ă to maximum tou uposunìlou (ìpwc p.q eÐnai to 1 gia to uposÔnolo A). AntÐstoiqa, an to infimum enìc uposunìlou anăkei sto uposÔnolo, lème ìti to stoiqeÐo autì apoteleÐ elĹqisto stoiqeÐo ă minimum tou uposunìlou.

2) Sto dunamosÔnolo enìc sunìlou to supremum mÐac oikogèneiac uposunìlwn eÐnai h ènwsh autăc thc oikogèneiac. To infimum mÐac oikogèneiac uposunìlwn eÐnai h tomă thc oikogèneiac autăc.

3) Sto sÔnolo twn idewdÿn enìc antimetajetikoÔ daktulÐou to infimum

1.2. SUPREMA KAI INFIMA 11

miac oikogèneiac idewdÿn eÐnai h tomă autăc thc oikogèneiac. To supremum ìmwc thc oikogèneiac den eÐnai h ènwsh thc oikogèneiac, giatÐ h ènwsh idewdÿn den eÐnai ideÿdec. To supremum se autăn thn perÐptwsh eÐnai to elĹqisto ideÿdec pou parĹgetai apì thn ènwsh thc oikogèneiac twn idewdÿn.

4) Sto sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou to supremum mÐac oikogèneiac uposunìlwn eÐnai h ènwsh autăc thc oikogèneiac. To infimum mÐac oikogèneiac uposunìlwn den eÐnai h tomă thc oikogèneiac autăc, giatÐ h tomă mÐac Ĺpeirhc oikogèneiac anoiktÿn uposunìlwn den eÐnai pĹnta anoiktì uposÔnolo.

5) Sto sÔnolo N twn fusikÿn arijmÿn me th sqèsh thc diairetìthtac to supremum dÔo arijmÿn eÐnai, ìpwc eÔkola diapistÿnoume, to elĹqisto koinì pollaplĹsiì touc. To infimum dÔo arijmÿn eÐnai o mègistoc koinìc diairèthc touc.

6) Sto sÔnolo twn klĹsewn isodunamÐac twn protĹsewn tou protasiakoÔ logismoÔ (ìpou dÔo protĹseic eÐnai isodÔnamec an kajemÐa apì tic duì sunepĹgetai thn Ĺllh) to supremum dÔo tètoiwn klĹsewn eÐnai h klĹsh pou antiproswpeÔetai apì th diĹzeuxh dÔo protĹsewn pou antiproswpeÔoun thn kĹje mÐa klĹsh. Dhladă ‖ p ‖ ∨ ‖ q ‖=‖ p ∨ q ‖. OmoÐwc gia to infimum èqoume ìti ‖ p ‖ ∧ ‖ q ‖=‖ p ∧ q ‖.

Sta dÔo teleutaÐa paradeÐgmata to supremum ă to infimum mÐac apeiromeloÔc oikogèneiac den upĹrqoun.

1.2.1 Prìtash. Estw ìti èna diategmèno sÔnolo P èqei supremum gia kĹje uposÔnolì tou. Tìte kĹje uposÔnolo tou P èqei kai infimum.

Apìdeixh: Estw S ⊆ P èna uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou. Ja broÔme to infimum tou sunìlou autoÔ. JewroÔme to sÔnolo X = {x ∈ P | ∀s ∈ S x ≤ s}. Apì thn upìjesh, upĹrqei to supremum autoÔ tou sunìlou, ⋁ X. Ja deÐxoume ìti eÐnai to zhtoÔmeno infimum tou sunìlou S.

• To ⋁ X eÐnai kĹtw frĹgma tou sunìlou S: KoitĹme èna tuqaÐo stoiqeÐo s tou S. KĹje stoiqeÐo tou X eÐnai mikrìtero ă Ðso tou opoioudăpote stoiqeÐou tou S, Ĺra kai tou s. To s eÐnai dhladă Ĺnw frĹgma tou X. Opìte ⋁ X ≤ s.

• To ⋁ X eÐnai to mègisto kĹtw frĹgma tou sunìlou S: Estw x ∈ P èna kĹtw frĹgma tou S. Autì shmaÐnei ìti gia kĹje s ∈ S, x ≤ s. Ara x ∈ X, opìte kai x ≤ ⋁ X. ■

1.2.2 Pìrisma. Estw ìti èna diategmèno sÔnolo P èqei infimum gia kĹje uposÔnolì tou. Tìte kĹje uposÔnolo tou P èqei kai supremum.

Apìdeixh Efarmìzoume thn parapĹnw Prìtash sto sÔnolo P^{op}. Etsi h ènnoia tou supremum sto P gÐnetai aută tou infimum sto P^{op} kai aută tou infimum gÐnetai aută tou supremum sto P^{op}. ■

12KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

Sqìlio. Ac doÔme ti shmaÐnei ìti to kenì uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou èqei supremum: Prÿton, prèpei to ⋁ ∅ na eÐnai megalÔtero ă Ðso apì kĹje stoiqeÐo tou kenoÔ sunìlou! Omwc kĹje stoiqeÐo enìc diatetagmènou sunìlou plhreÐ autăn thn proôpìjesh (èstw ìti to p ∈ P den thn plhreÐ; autì shmaÐnei ìti upĹrqei stoiqeÐo tou kenoÔ sunìlou pou den eÐnai mikrìtero ă Ðso tou p - Ĺtopo). KĹje stoiqeÐo, loipìn, enìc diatetagmènou sunìlou eÐnai Ĺnw frĹgma tou kenoÔ sunìlou. DeÔteron, prèpei to ⋁ ∅ na eÐnai mikrìtero ă Ðso apì kĹje Ĺnw frĹgma tou kenoÔ sunìlou. Prèpei dhladă na eÐnai mikrìtero ă Ðso apì opoiodăpote stoiqeÐo tou P . Me Ĺlla lìgia prèpei na eÐnai èna elĹqisto stoiqeÐo tou P . Katalăgoume epomènwc ìti to supremum tou kenoÔ uposunìlou enìc diatetagmènou sunìlou upĹrqei an kai mìno an to diatetagmèno sÔnolo èqei elĹqisto stoiqeÐo. Skeftìmenoi duðkĹ (dhladă efarmìzontac thn parapĹnw sullogistikă sto diatetagmèno sÔnolo P^{op}) katalăgoume sto ìti to kenì uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou èqei infimum an kai mìno an to diatetagmèno sÔnolo èqei mègisto stoiqeÐo.

1.3 Kateujunìmena uposÔnola

Ena uposÔnolo S enìc diatetagmènou sunìlou P lègetai kateujunìmeno an • eÐnai mh-kenì kai • gia kĹje dÔo stoiqeÐa tou x, y ∈ S upĹrqei z ∈ S me x ≤ z kai y ≤ z. Gia parĹdeigma èna mh-kenì, grammikÿc diatetagmèno uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou eÐnai kateujunìmeno. EpÐshc èna sÔnolo (endeqomènwc uposÔnolo kĹpoiou eurÔterou diatetagmènou sunìlou) me thn idiìthta ìti gia kĹje dÔo stoiqeÐa tou upĹrqei to supremum touc mèsa s’ autì to sÔnolo, eÐnai kateujunìmeno.

SumbaÐnei se arketèc periptÿseic ìpou den upĹrqoun, s’ èna diatetagmèno sÔnolo, ìla ta suprema uposunìlwn tou na upĹrqoun ta suprema kateujunìmenwn uposunìlwn tou. Se Ĺllec periptÿseic ta suprema kateujunìmenwn uposunìlwn enìc diatetagmènou sunìlou èqoun kalÔterh perigrafă ap’ ìti ta suprema tuqaÐwn uposunìlwn tou. Gia parĹdeigma sto sÔnolo twn idewdÿn enìc antimetajetikoÔ daktulÐou to supremum mÐac kateujunìmenhc oikogèneiac idewdÿn eÐnai aplÿc h ènwsh autăc thc oikogèneiac (Autì pou de mac epitrèpei na sumperĹnoume genikÿc ìti h ènwsh idewdÿn eÐnai ideÿdec eÐnai ìti, an r, s ∈ ⋃ j∈J I_j tìte an r ∈ I_j , s ∈ I_k kai j ≠ k, den upĹrqei lìgoc to Ĺjroisma r + s na eÐnai sthn ènwsh. An h oikogèneia twn idewdÿn ìmwc eÐnai kateujunìmenh tìte upĹrqei l ∈ J ÿste I_j ⊆ I_l kai I_k ⊆ I_l. Opìte r, s ∈ I_l, Ĺra kai r + s ∈ I_l ⊆ ⋃ j∈J I_j .)

1.3.1 Prìtash. Estw ìti èna diategmèno sÔnolo P èqei supremum gia kĹje kateujunìmeno, kajÿc kai gia kĹje pepera- smèno uposÔnolì tou. Tìte kĹje uposÔnolo tou P èqei kai supremum.

Apìdeixh: Estw S ⊆ P èna uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou. Ja broÔme to supremum tou qrhsimopoiÿntac thn paradoqă ìti kĹje peperasmèno kai kĹje kateujunìmeno uposÔnolo tou P èqei supremum.

JewroÔme to sÔnolo K = { ⋁ F | F ⊆ S, F peperasmèno} twn suprema ìlwn twn peperasmènwn uposunìlwn tou S. H apìdeixh thc prìtashc sunÐstatai se dÔo prĹgmata: Prÿton, ìti to sÔnolo K eÐnai kateujunìmeno (Ĺra to supremum tou upĹrqei mèsa sto P ). DeÔteron, ìti to ⋁ K eÐnai to zhtoÔmeno supremum tou S.

• Estw ⋁ F , ⋁ F^′ dÔo stoiqeÐa tou K. To sÔnolo F ∪ F^′ exakoloujeÐ na eÐnai peperasmèno kai ⋁ F ≤ ⋁ (F ∪ F^′), ⋁ F^′ ≤ ⋁ (F ∪ F^′). (IsqÔei genikÿtera ìti an A ⊆ B tìte ⋁ A ≤ ⋁ B. GiatÐ gia kĹje a ∈ A eÐnai kai a ∈ B, Ĺra a ≤ ⋁ B, ki afoÔ autì sumbaÐnei gia kĹje a ∈ A, èpetai ìti ⋁ A ≤ ⋁ B.) Ara to sÔnolo K eÐnai kateujunìmeno.

• To supremum tou K upĹrqei loipìn kai eÐnai to zhtoÔmeno supremum tou S. GiatÐ, gia kĹje s ∈ S, s = ⋁ {s} ∈ K. Ara, to ⋁ K eÐnai Ĺnw frĹgma tou S. Epiplèon, eÐnai to elĹqisto Ĺnw frĹgma: An to x eÐnai èna Ĺllo Ĺnw frĹgma tou S, tìte eÐnai kai Ĺnw frĹgma tou opoioudăpote peperasmènou uposunìlou tou. IsqÔei, loipìn, ìti gia kĹje stoiqeÐo ⋁ F tou K eÐnai ⋁ F ≤ x. Epomènwc ⋁ K ≤ x, ìpwc epijumoÔme. ■

1.4 DiĹtaxh kai algebrikă domă

EÐmaste tÿra se jèsh na dÿsoume mia seirĹ apì orismoÔc gia sÔnola pou eÐnai domhmèna me mia domă algebrikoÔ tÔpou (dhladă orÐzontac prĹxeic anĹmesa sta stoiqeÐa touc), ìpou h domă aută orÐzetai me th boăjeia thc diĹtaxhc kai twn idiotătwn pou endeqomènwc èqei.

Lème ìti to diatetagmèno sÔnolo (P, ≤) eÐnai plărec diktuwtì an kĹje uposÔnolì tou èqei supremum. Autì shmaÐnei, ìpwc èqoume ădh dei, ìti kai kĹje uposÔnolì tou ja èqei kai infimum. Eidikÿtera to kenì uposÔnolo ja èqei supremum kai infimum, Ĺra to sÔnolo P ja èqei elĹqisto kai mègisto stoiqeÐo, antÐstoiqa. Ta dÔo autĹ stoiqeÐa ta sumbolÐzoume me 0 kai 1, antÐstoiqa.

Lème ìti to diatetagmèno sÔnolo (P, ≤) eÐnai Ĺnw hmidiktuwtì an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou èqei supremum. Eidikÿtera to kenì uposÔnolo èqei supremum, epomènwc èna Ĺnw hmidiktuwtì èqei elĹqisto stoiqeÐo. IsodÔnama, ja mporoÔsame na orÐsoume èna Ĺnw hmidiktuwtì wc èna diatetagmèno

14KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

sÔnolo pou èqei elĹqisto stoiqeÐo kai gia kĹje dÔo stoiqeÐa tou x, y upĹrqei to supremum touc x ∨ y. GiatÐ tìte ja mporoÔsame, epagwgikĹ, na orÐsoume to supremum kĹje peperasmènou uposunìlou. DuðkĹ, lème ìti to diatetagmèno sÔnolo (P, ≤) eÐnai kĹtw hmidiktuwtì an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou èqei infimum. Eidikÿtera to kenì uposÔnolo èqei infimum, epomènwc èna kĹtw hmidiktuwtì èqei mègisto stoiqeÐo. IsodÔnama, ja mporoÔsame na orÐsoume èna Ĺnw hmidiktuwtì wc èna diatetagmèno sÔnolo pou èqei elĹqisto stoiqeÐo kai gia kĹje dÔo stoiqeÐa tou x, y upĹrqei to infimum touc x ∧ y. GiatÐ tìte ja mporoÔsame, epagwgikĹ, na orÐsoume to infimum kĹje peperasmènou uposunìlou.

Tèloc lème ìti to diatetagmèno sÔnolo (P, ≤) eÐnai diktuwtì an kĹje peperasmèno uposÔnolì tou èqei supremum kai infimum. Eidikÿtera to kenì uposÔnolo èqei supremum kai infimum, epomènwc èna diktuwtì èqei elĹqisto kai mègisto stoiqeÐo, ta opoÐa sumbolÐzoumeme 0 kai 1, antÐstoiqa. IsodÔnama, ja mporoÔsame na orÐsoume èna diktuwtì wc èna diatetagmèno sÔnolo pou èqei elĹqisto stoiqeÐo kai mègisto stoiqeÐo kai gia kĹje dÔo stoiqeÐa tou x, y upĹrqei to supremum touc x ∨ y kai to infimum touc x ∧ y.

ParathroÔme tÿra ìti h dimelăc prĹxh pou se dÔo stoiqeÐa enìc Ĺnw hmidiktuwtoÔ antistoiqÐzei to supremum touc èqei kĹpoiec profaneÐc idiìthtec:

x ∨ x = x, x ∨ y = y ∨ x, (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z), x ∨ 0 = x.

DuðkĹ, h prĹxh tou dimeloÔc infimum se èna kĹtw hmidiktuwtì èqei tic idiìthtec

x ∧ x = x, x ∧ y = y ∧ x (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z), x ∧ 1 = x.

Măpwc oi idiìthtec autèc eÐnai arketèc gia na qarakthrÐsoun th domă enìc Ĺnw hmidiktuwtoÔ (antistoÐqwc, enìc kĹtw hmidiktuwtoÔ)? H apĹnthsh sto erÿthma eÐnai jetikă kai apoteleÐ to perieqìmeno thc parakĹtw eÔkolhc prìtashc:

1.4.1 Prìtash. Estw (A, +, 0) mÐa domă tautodÔnamou, antimetajetikoÔ monoeidoÔc pĹnw sto sÔnolo A (autì shmaÐnei ìti h prĹxh + ikanopoieÐ, antistoÐqwc, thn prÿth, deÔterh kai - h domă monoeidoÔc - tic dÔo teleutaÐec apì tic idiìthtec tou supremum, ìpwc parapĹnw). Tìte h sqèsh

a ≤ b an kai mìno an a + b = b eÐnai sqèsh diĹtaxhc kai èqei thn idiìthta a ∨ b = a + b (to supremum edÿ noeÐtai wc proc th sugkekrimènh sqèsh pou orÐsame). Epiplèon eÐnai h monadikă diĹtaxh me autăn thn idiìthta (ìti a ∨ b = a + b).

Apìdeixh: DeÐqnoume ìti h sqèsh ≤ ìpwc orÐsthke eÐnai mia diĹtaxh me th boăjeia twn parakĹtw logikÿn sunepagwgÿn:

Anaklastikìthta: a ≤ a a + a = a, Antisummetrikìthta: a ≤ b & b ≤ a a + b = b & b + a = a a = b, Metabatikìthta: a ≤ b & b ≤ c a + b = b & b + c = c a + c = a + (b + c) = (a + b) + c = b + c = c a ≤ c.

To a+b eÐnai Ĺnw frĹgma twn a, b: a+(a+b) = (a+a)+b = a+b ⇒ a ≤ a+b, kai omoÐwc b ≤ a + b. An to c eÐnai Ĺnw frĹgma twn a, b tìte a + c = c kai b + c = c, opìte (a + b) + c = a + (b + c) = a + c = c ⇒ a + b ≤ c.

Tèloc an ⊑ dhlÿnei miĹ Ĺllh diĹtaxh kai ⊔ to supremum twn a kai b wc proc aută th diĹtaxh ja èqoume:

a ⊑ b ⇔ a ⊔ b = b ⇔ a + b = b ⇔ a ≤ b, Ĺra h diĹtaxh, ìpwc orÐsthke, eÐnai monadikă me thn prodiagegrammènh idiìthta. ■

16KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

DuðkĹ èqoume:

1.4.2 Prìtash. Estw (A, ., 1) mÐa domă tautodÔnamou, antimetajetikoÔ monoeidoÔc pĹnw sto sÔnolo A (autì shmaÐnei ìti h prĹxh . ikanopoieÐ, antistoÐqwc, thn prÿth, deÔterh kai - h domă monoeidoÔc - tic dÔo teleutaÐec apì tic idiìthtec tou infimum, ìpwc parapĹnw). Tìte h sqèsh

a ≤ b an kai mìno an a.b = a

eÐnai sqèsh diĹtaxhc kai èqei thn idiìthta a ∧ b = a.b (to infimum edÿ noeÐtai wc proc th sugkekrimènh sqèsh pou orÐsame). Epiplèon eÐnai h monadikă diĹtaxh me autăn thn idiìthta (ìti a ∧ b = a.b).

Tèloc, anaforikĹ me th domă tou diktuwtoÔ parathroÔme ìti, pèran twn algebrikÿn idiotătwn tou supremum kai tou infimum pou eÐdame parapĹnw, isqÔoun kai ta exăc:

a ∧ (a ∨ b) = a kai a ∨ (a ∧ b) = a.

(oi dÔo autoÐ nìmoi onomĹzontai aporrofhtikoÐ). Oi nìmoi pou dièpoun to supremum kai to infimum pou eÐdame parapĹnw, mazÐ me touc dÔo aporrofhtikoÔc nìmouc qarakthrÐzoun plărwc th domă tou diktuwtoÔ:

1.4.3 Prìtash. Estw (A, +, O), (A, ., 1) dÔo domèc tautodÔnamou, antimetajetikoÔ monoeidoÔc pĹnw sto sÔnolo A. Oi epagìmenec apì tic dÔo autèc domèc diatĹxeic, ìpwc tic eÐdame stic dÔo parapĹnw protĹseic, dhladă

a ≤ b an kai mìno an a + b = b kai

a ≤ b an kai mìno an a.b = a

tautÐzontai an kai mìno an isqÔoun oi dÔo aporrofhtikoÐ nìmoi a.(a + b) = a kai a + (a.b) = a.

Apìdeixh: Eqoume dei ìti an oi dÔo diatĹxeic tautÐzontai tìte h domă diktuwtoÔ pou paÐrnoume apì to supremum kai to infimum, anaforikĹ me th monadikă diĹtaxh thc upìjeshc, ikanopoioÔn touc aporrofhtikoÔc nìmouc.

Antistrìfwc gia na deÐxoume ìti oi dÔo diatĹxeic tautÐzontai arkeÐ na doÔme ìti a + b = b an kai mìno an a.b = a. Autì ìmwc eÐnai aplă sunèpeia twn aporrofhtikÿn nìmwn. ■

1.5. SUNART§HSEIC POU DIATHRO§UN TH DI§ATAXH 17

1.5 Sunartăseic pou diathroÔn th diĹtaxh

Lème ìti mÐa sunĹrthsh f: P → Q anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola diathreÐ th diĹtaxh an gia kĹje x, y ∈ P me x ≤ y isqÔei kai f(x) ≤ f(y). Lème ìti h f: P → Q anĹmesa se dÔo plărh diktuwtĹ diathreÐ suprema an f( ⋁ S) = ⋁ {f(s)| s ∈ S}

kai antÐstoiqa ìti diathreÐ infima an f( ⋀ S) = ⋀ {f(s)| s ∈ S}.

Parathrăseic Sunartăseic pou diathroÔn th diĹtaxh den diathroÔn kat’ anĹgkh suprema ă infima. Autì faÐnetai apì to exăc aplì parĹdeigma: Estw ta diatetagmèna sÔnola

f(d) | d g � � � � b c, f(b) f(c) � � � � a e | f(a)

me th sunĹrthsh f anĹmesĹ touc na dra ìpwc faÐnetai sto sqăma. Tìte

f(b) ∨ f(c) = g ≠ f(d) = f(b ∨ c) kai

f(b) ∧ f(c) = e ≠ f(a) = f(b ∧ c).

An sto parapĹnw parĹdeigma eÐqame f(a) = e (antistoÐqwc f(d) = g) ja sumperaÐname ìti eÐnai dunatìn na diathroÔntai h diĹtaxh kai ta infima (antistoÐqwc ta suprema) qwrÐc na diathroÔntai ta suprema (antistoÐqwc ta infima). Ena Ĺllo tètoio parĹdeigma proèrqetai apì thn topologÐa: h antÐstrofh eikìna miac suneqoÔc apeikìnishc, wc sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh anĹmesa sta sÔnola twn anoiktÿn uposunìlwn, diathreÐ suprema qwrÐc na diathreÐ kat’ anĹgkh infima (deÐte tic askăseic autoÔ tou kefalaÐou).

Apì thn Ĺllh pleurĹ mia sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh èqei kat’ anĹgkh tic exăc idiìthtec:

18KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A ⋁ {f(s)| s ∈ S} ≤ f( ⋁ S)kai

f( ⋀ S) ≤ ⋀ {f(s)| s ∈ S}

(giatÐ gia kĹje s ∈ S eÐnai ⋀ S ≤ s ≤ ⋁ S kai afoÔ h f diathreÐ th diĹtaxh eÐnai, gia kĹje s ∈ S, f( ⋀ S) ≤ f(s) ≤ f( ⋁ S).)

Lème ìti mÐa sunĹrthsh f: P → Q anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola anaklĹ th diĹtaxh (ă ìti eÐnai sunthrhtikă apeikìnish) an gia kĹje x, y ∈ P, x ≤ y an kai mìno an f(x) ≤ f(y). ParathroÔme ìti mia sunthrhtikă apeikìnish eÐnai kat’ anĹgkh èna- proc -èna: An f(x) = f(y) tìte kai f(x) ≤ f(y), Ĺra isqÔei ìti x ≤ y. EpÐshc isqÔei kai ìti f(y) ≤ f(x), Ĺra kai ìti y ≤ x, opìte katalăgoume ìti x = y.

1.5.1 Prìtash. Estw ìti P eÐnai èna diatetagmèno sÔnolo kai Q èna plărec diktuwtì. Tìte to sÔnolo Q^P twn sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh apì to P to Q eÐnai plărec diktuwtì anaforikĹ me thn fifikatĹ shmeÐoflfl diĹtaxh twn sunartăsewn.

Apìdeixh: Dojèntoc enìc sunìlou S sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh apì to P sto Q ja deÐxoume ìti upĹrqei to supremum tou. OrÐzoume loipìn th sunĹrthsh ⋁ S: P → Q

wc exăc: ( ⋁ S)(x) = ⋁ {s(x)|s ∈ S}. H sunĹrthsh aută diathreÐ th diĹtaxh:

An x ≤ y ∈ P tìte gia kĹje s ∈ S eÐnai s(x) ≤ s(y). Epetai ìti ( ⋁ S)(x) = ⋁ {s(x)|s ∈ S} ≤ ⋁ {s(y)|s ∈ S} = ( ⋁ S)(y)

H sunĹrthsh ⋁ S eÐnai megalÔterh ă Ðsh (anaforikĹ me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh) apì kĹje sunĹrthsh mèsa sto sÔnolo S: Gia kĹje x ∈ P isqÔei ìti s(x) ≤ ⋁ {s(x)|s ∈ S} = ( ⋁ S)(x). Epiplèon, an h f eÐnai Ĺnw frĹgma tou sunìlou S, tìte gia kĹje dosmèno x ∈ P isqÔei ìti s(x) ≤ f(x), Ĺra ⋁ {s(x)|s ∈ S} ≤ f(x), dhladă ⋁ S ≤ f anaforikĹ me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh. PrĹgmati loipìn, h sunĹrthsh ⋁ S eÐnai to supremum tou dojèntoc sunìlou sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh S. ■

1.5.2 Pìrisma. To sÔnolo 2^P twn sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh apì to diatetagmèno sÔnolo P proc to sÔnolo 2 = {0, 1} eÐnai plărec diktuwtì.

1.6. EMF§UTEUSH TOU YONEDA. 19

Apìdeixh: To sÔnolo 2 = {0, 1} eÐnai plărec diktuwtì. ■

1.5.3 Pìrisma. To sÔnolo Q^X ìlwn twn sunartăsewn apì èna sÔnolo X proc to plărec diktuwtì Q eÐnai plărec diktuwtì.

Apìdeixh: KĹje sÔnolo èrqetai efodiasmèno me mÐa tetrimmènh diĹtaxh, th legìmenh diakritikă diĹtaxh: SÔmfwna me aută x ≤ y an kai mìno an x = y (eÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti ètsi orÐzetai mia diĹtaxh, h anaklastikìthta kai h metabatikìthta eÐnai autèc thc isìthtac, h antisummetrikìthta enupĹrqei ston orismì thc sqèshc autăc). Aută h tetrimmènh diĹtaxh diathreÐtai apì kĹje sunĹrthsh. KĹje sÔnolo sunartăsewn, epomènwc, mporeÐ na eidwjeÐ wc èna sÔnolo sunartăsewn pou diathroÔn th (sugkekrimènh) diĹtaxh. Eidikÿtera, an to Q eÐnai plărec diktuwtì, katalăgoume apì thn prohgoÔmenh prìtash. ■

1.6 EmfÔteush tou Yoneda.

Ac anakalèsoume edÿ thn antistoiqÐa anĹmesa se uposÔnola enìc tuqaÐou sunìlou, apì th mÐa meriĹ, kai tic sunartăseic apì to sÔnolo autì proc to dusÔnolo {0, 1}, apì thn Ĺllh. Mèsw thc antistoiqÐac autăc to uposÔnolo S antistoiqÐzetai sth sunĹrthsh χ_S me

χ_S (x) = { 1, x ∈ S 0, x /∈ S

(1.1)

kai h sunĹrthsh f: P → 2 sto uposÔnolo {p ∈ P | f(p) = 1} tou P .

An to sÔnolo P gia to opoÐo suzhtĹme eÐnai diatetagmèno, tote anĹmesa se ìlec tic sunartăseic P → 2 = {0, 1} eÐnai kĹpoiec pou diathroÔn th diĹtaxh tou P . ParathroÔme to exăc: An h qarakthristikă sunĹrthsh enìc uposunìlou S ⊆ P diathreÐ th diĹtaxh tìte to uposÔnolo èqei thn exăc idiìthta

p ∈ S & p ≤ q ⇒ q ∈ S

(giatÐ p ∈ S shmaÐnei χ_S (p) = 1, Ĺra kai χ_S (q) ≥ χ_S (p) = 1). Ena tètoio uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou ac to lème Ĺnw-kleistì ă aplÿc Ĺnw sÔnolo. AntÐstrofa, h qarakthristikă sunĹrthsh enìc Ĺnw sunìlou diathreÐ th diĹtaxh. GiatÐ, an p ≤ q ∈ P , h mình perÐptwsh gia na mh diathreÐtai h diĹtaxh eÐnai ìtan χ_S (p) = 1 enÿ χ_S (q) = 0. KĹti tètoio ìmwc shmaÐnei ìti p anăkei sto S enÿ to q ≥ p den anăkei sto S, Ĺtopo.

Peraitèrw, h antistoiqÐa aută anĹmesa se sunartăseic pou diathroÔn th diĹtaxh apì to P sto {0, 1} kai se Ĺnw-kleistĹ uposÔnola tou P diathreÐ kai

20KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

anaklĹ th diĹtaxh: An S ⊆ S^′ tìte kai χ_S ≤ χ_S′ sthn katĹ shmeÐo diĹtaxh sunartăsewn, giatÐ an p ≤ q tìte, eÐte χ_S (p) = 0 Ĺra χ_S (p) ≤ χ_S′ (p), eÐte χ_S (p) = 1 dhladă p ∈ S Ĺra kai p ∈ S^′. EpÐshc, an gia kĹje p ∈ P eÐnai χ_S (p) ≤ χ_S′ (p) tìte an p ∈ S èqoume χ_S (p) = 1, opìte kai χ_S′ (p) = 1, dhladă p ∈ S^′ kai epomènwc S ⊆ S^′ (deÐte stic askăseic sto tèloc tou kefalaÐou ìti se autăn thn perÐptwsh ta dÔo diatetagmèna sÔnola eÐnai isìmorfa). EÔkola diapistÿnoume, tèloc, ìti tìso h ènwsh ìso kai h tomă mÐac oikogèneiac Ĺnw sunìlwn eÐnai Ĺnw sÔnola. (P.q gia thn ènwsh twn kĹtw kleistÿn sunìlwn {S_i| i ∈ I}, èqoume ìti an p ∈ ⋃ i∈I S_i kai q ≤ p, tìte upĹrqei i ∈ I me p ∈ S_i kai q ≤ p, opìte q ∈ S_i, afoÔ to S_i eÐnai kĹtw kleistì, Ĺra q ∈ ⋃ i∈I S_i).

Autì shmaÐnei ìti sto diatetagmèno sÔnolo twn Ĺnw sunìlwn upĹrqoun ta suprema kai infima kai dÐnontai apì tic prĹxeic thc ènwshc kai thc tomăc, antÐstoiqa. Shmeiÿnoume de, ìti wc mia èna - proc - èna kai epÐ antistoiqÐa, pou diathrei kai anaklĹ th diĹtaxh, anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola ja diathreÐ kat’ anĹgkh kai suprema. Me Ĺlla lìgia h qarakthristikă sunĹrthsh thc ènwshc mÐac oikogèneiac uposunìlwn eÐnai to supremum thc oikogèneiac twn qarakthristikÿn sunartăsewn tou kajenìc uposunìlou, omoÐwc kai gia to infimum kai thn tomă. Wc diatetagmèna sÔnola, to sÔnolo 2^P kai to sÔnolo twn Ĺnw sunìlwn tou P eÐnai axeqÿrista metaxÔ touc kai ja qrhsimopoioÔme eleÔjera eÐte th mÐa morfă autoÔ tou sunìlou eÐte thn Ĺllh, anĹloga me tic anĹgkec mac. SunoyÐzoume:

1.6.1 Prìtash. To sÔnolo 2^P , twn sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh apì to diatetagmèno sÔnolo P proc to 2 = {0, 1} eÐnai isìmorfo, wc diatetagmèno sÔnolo, me to sÔnolo ↑ (P ), twn Ĺnw-kleistÿn uposunìlwn tou P .

An ermhneÔsoume tÿra th sunjăkh thc fifiĹnw kleistìthtac flfl se èna uposÔnolo S tou P , efodiasmènou me th duðkă diĹtaxh blèpoume ìti prèpei na plhreÐ to exăc:

p ∈ S & p ≥ q ⇒ q ∈ S

Ac lème ta uposÔnola enìc diatetagmènou sunìlou pou plhroÔn aută thn idiìthta kĹtw-kleistĹ ă aplÿc kĹtw sÔnola. MejermhneÔontac thn parapĹnw prìtash paÐrnoume

1.6.2 Prìtash. To sÔnolo 2^{P op} , twn sunartăsewn pou antistrèfoun th diĹtaxh apì to diatetagmèno sÔnolo P proc to 2 = {0, 1} eÐnai isìmorfo, wc diatetagmèno sÔnolo, me to sÔnolo ↓(P ), twn kĹtw-kleistÿn uposunìlwn tou P . UpĹrqei mia kanonikă apeikìnish y: P −→ 2^{P op} ∼=↓(P )

h opoÐa stèlnei to p ∈ P sto kĹtw sÔnolo ↓ (p) = {x ∈ P |x ≤ p}.

1.6.3 Prìtash. H sunĹrthsh y: P −→ 2^{P op} , ìpwc orÐsthke parapĹnw diathreÐ allĹ kai anaklĹ th diĹtaxh

Apìdeixh: • H y diathreÐ th diĹtaxh: An p ≤ q tìte

x ∈↓ (p) ⇔ x ≤ p ⇒ x ≤ q ⇔ x ∈↓ (q),

Ĺra y(p) ≤ y(q).

• An y(p) ≤ y(q) tìte

p ∈↓ (p) ⊆↓ (q) = {x ∈ P |x ≤ q},

Ĺra p ≤ q. ■

Eqoume dei ìti mia sunĹrthsh pou anaklĹ th diĹtaxh eÐnai èna - proc - èna, mporoÔme epomènwc na skeftìmaste th sunĹrthsh y wc mÐa emfÔteush tou P se èna plărec diktuwtì (h emfÔteush aută apoteleÐ eidikă perÐptwsh mÐac genikÿterhc katĹstashc sta majhmatikĹ, pou eÐnai gnwstă wc emfÔteush tou Yoneda).

1.7 Plărwsh diatetagmènwn sunìlwn

H emfÔteush aută apoteleÐ th bèltisth dunată enìc diatetagmènou sunìlou mèsa se èna plărec diktuwtì me thn ènnoia pou kajistĹ akribèsterh to akìloujo

1.7.1 Jeÿrhma. Estw P èna diatetagmèno sÔnolo kai f: P → X mÐa sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh proc èna plărec diktuwtì. Tìte upĹrqei mÐa epèktash thc f, f̂: 2^{P op} → X, (dhladă èqei thn idiìthta f̂ ∘ y = f) pou diathreÐ suprema kai eÐnai monadikă me tic idiìthtec autèc.

Gia thn apìdeixh tou jewrămatoc ja qrhsimopoiăsoume tic parakĹtw treic aplèc parathrăseic, tic opoÐec parajètoume wc lămmata:

1.7.2 Lămma. KĹje stoiqeÐo tou 2^{P op} grĹfetai wc supremum stoiqeÐwn tou thc morfăc y(p).

22KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

Apìdeixh: Mèsw thc antistoiqÐac stoiqeÐwn tou 2^{P op} me kĹtw sÔnola tou P , arkeÐ na doÔme ìti kĹje kĹtw sÔnolo eÐnai ènwsh kĹtw sunìlwn thc morfăc ↓ (p). Omwc, profanÿc, an to S eÐnai kĹtw sÔnolo tìte S = ⋃ {↓ (p)|p ∈ S}.

(deÐte thn Askhsh 14.) ■

1.7.3 Lămma. Sto sÔnolo 2^{P op} isqÔei pwc an y(p) ≤ ⋁ S, tìte upĹrqei s ∈ S ÿste y(p) ≤ s.

Apìdeixh: Mèsw thc gnwstăc antistoiqÐac, arkeÐ na deÐxoume ìti an ↓ (p) ⊆ ⋃ {S_i|i ∈ I}, tìte upĹrqei S_i me ↓ (p) ⊆ S_i. Omwc p ∈ ⋃ {S_i|i ∈ I}, Ĺra upĹrqei S_i ÿste p ∈ S_i. AfoÔ to S_i eÐnai kĹtw sÔnolo èpetai ìti ↓ (p) ⊆ S_i. ■ 1.7.4 Lămma. Gia mia opoiadăpote oikogèneia {S_i|i ∈ I} uposunìlwn enìc diatetagmènou sunìlou P isqÔei ⋁ ( ⋃ i∈I S_i) = ⋁ i∈I ⋁ S_i

Apìdeixh: Na shmeiÿsoume kat’ arqăn ìti me thn èkfrash sto dexiì skèloc thc isìthtac ennooÔme to supremum ⋁ { ⋁ S_i|i ∈ I}. KĹje stoiqeÐo tou sunìlou ⋃ i∈I S_i, pĹnw sto opoÐo paÐrnetai to supremum tou aristeroÔ mèlouc thc isìthtac eÐnai mikrìtero ă Ðso enìc tou sunìlou { ⋁ S_i|i ∈ I}, pĹnw sto opoÐo paÐrnetai to supremum tou dexioÔ mèlouc thc isìthtac (giatÐ an s ∈ S_i tìte s ≤ ⋁ S_i). Ara to aristerì mèloc eÐnai mikrìtero ă Ðso tou dexioÔ.

Sthn antÐjeth kateÔjunsh, afoÔ S_i ⊆ ⋃ i∈I S_i, èpetai ìti gia kĹje i ∈ I, ⋁ S_i ≤ ⋁ ( ⋃ i∈I S_i). Efìson autì isqÔei gia kĹje i ∈ I, isqÔei kai ⋁ { ⋁ S_i|i ∈ I} ≤ ⋁ ( ⋃ i∈I S_i). ■ Apìdeixh tou Jewrămatoc: OrÐzoume thn f̂: 2^{P op} → X wc exăc:

f̂(s) = ⋁ {f(p) ∈ X| y(p) ≤ s}

H f̂ diathreÐ th diĹtaxh: An s ≤ s^′, tìte y(p) ≤ s èpetai ìti y(p) ≤ s^′. Dhladă

{f(p) ∈ X|y(p) ≤ s} ⊆ {f(p) ∈ X| y(p) ≤ s^′},

Ĺra kai f̂(s) = ⋁ {f(p) ∈ X| y(p) ≤ s} ≤ ⋁ {f(p) ∈ X|y(p) ≤ s} = f̂(s^′).

H f̂ diathreÐ suprema: f̂( ⋁ S) = ⋁ {f(p) ∈ X| y(p) ≤ ⋁ S} (apì to Lămma 1.7.3) = ⋁ {f(p) ∈ X| ∃s ∈ S y(p) ≤ s} = ⋁ ⋃ s∈S {f(p) ∈ X| y(p) ≤ s}

(apì to Lămma 1.7.4) = ⋁ s∈S ⋁ {f(p) ∈ X| y(p) ≤ s} = ⋁ {f̂(s)| s ∈ S}

H f̂ èqei thn idiìthta f̂ ∘ y = f:

(f̂ ∘ y)(p) = f̂(y(p)) = ⋁ {f(q) ∈ X| y(q) ≤ y(p)}

= f(p)

Ac exhgăsoume kĹpwc parapĹnw to pèrasma apì thn proteleutaÐa èkfrash sthn teleutaÐa: To f(p) summetèqei sto sÔnolo pĹnw sto opoÐo paÐrnoume to supremum, afoÔ y(p) ≤ y(p). EÐnai kai to megalÔtero stoiqeÐo autoÔ tou sunìlou (eÐnai, dhladă, sthn prokeimènh perÐptwsh maximum stoiqeÐo tou sunìlou) afoÔ, gia kĹje Ĺllo f(q) pou summetèqei sto sÔnolo, prèpei na èqoume y(q) ≤ y(p) (akribÿc gia na sumperilhfjeÐ to f(q) sto sÔnolo), Ĺra, apì to gègonìc ìti h sunĹrthsh y anaklĹ th diĹtaxh, prokÔptei ìti q ≤ p, enÿ apì to gegonìc ìti h f diathreÐ th diĹtaxh prokÔptei f(q) ≤ f(p).

Tèloc h f̂ eÐnai monadikă me autèc tic dÔo idiìthtec, dhladă an miĹ Ĺllh sunĹrthsh g: 2^{P op} → X diathreÐ suprema kai ikanopoieÐ th sqèsh g ∘ y = f tìte kat’ anĹgkh eÐnai g = f̂. GiatÐ, apì to Lămma 1.7.2, s = ⋁ {y(p)| y(p) ≤ s}, opìte:

g(s) = g( ⋁ {y(p) ∈ 2^{P op} | y(p) ≤ s}

24KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A = ⋁ {g(y(p)) ∈ X| y(p) ≤ s} = ⋁ {(g ∘ y)(p) ∈ X| y(p) ≤ s} = ⋁ {f(s)| y(p) ≤ s}

= f̂(s) ■ 1.8 Askăseic:

1. DeÐxte ìti to sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou, diatetagmèno me th sqèsh tou perièqesjai, eÐnai plărec diktuwtì. Poiì eÐnai to supremum miĹc oikogèneiac anoiktÿn uposunìlwn? Poiì eÐnai to infimum miĹc tètoiac oikogèneiac?

2. Mia sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh f: X → Y anĹmesa se diatetagmèna sÔnola lègetai isomorfismìc an upĹrqei sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh g: Y → X, tètoia ÿste g ∘ f = id_X kai f ∘ g = id_Y . DeÐxte ìti mÐa sunĹrthsh eÐnai isomorfismìc diatetagmènwn sunìlwn an kai mìno an eÐnai epÐ kai anaklĹ th diĹtaxh.

3. DeÐxte ìti to sÔnolo {(X, Y ) ∈ P (N) × P (N)| X ∩ Y = ∅} me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh èqei suprema gia kateujunìmena uposÔnolĹ tou.

4. DeÐxte ìti mia sunĹrthsh anĹmesa se diatetagmèna sÔnola me kateujunìmena suprema, h opoÐa diathreÐ autĹ ta suprema, diathreÐ kat’ anĹgkh kai th diĹtaxh (Upìdeixh: An x ≤ y to sÔnolo {x, y} eÐnai kateujunìmeno.

5. ApodeÐxte ìti se èna opoiodăpote diktuwtì isqÔoun ta exăc:

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x ∧ (y ∨ z) kai x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

6. ApodeÐxte ìti se èna opoiodăpote diktuwtì, an x ≤ z tìte isqÔei ìti

x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ z

1.8. ASK§HSEIC: 25

7. DeÐxte ìti sto sÔnolo twn kanonikÿn upoomĹdwn mÐac opoiasdăpote omĹdac, diatetagmènou me th sqèsh tou perièqesjai, to supremum dÔo stoiqeÐwn eÐnai

H ∨ K = H.K = {h.k| h ∈ H k ∈ K}

8. DeÐxte ìti to sÔnolo twn sqèsewn isodunamÐac pĹnw se opoiodăpote sÔnolo, diatetagmèno me th sqèsh tou perièqesjai, eÐnai plărec diktuwtì. Poiì eÐnai to supremum dÔo sqèsewn isodunamÐac?

9. Sta parakĹtw diatetagmèna sÔnola P poièc apì tic sullogèc stoiqeÐwn touc K pou prosdiorÐzoume eÐnai kateujunìmenec?

(i) P =< P (N), ⊆> K = {X ⊆ N| X peperasmèno}

(ii) P =< P (N), ⊆> K = {X ⊆ N| N − X peperasmèno}

(iii) P =< N^2, katĹ shmeÐo diĹtaxh > K = {(0, n)| n ∈ N} ∪ {(n, 0)| n ∈ N} (iv) P =< N^N, katĹ shmeÐo diĹtaxh > K = {f_i| i ≥ 0 f_i(i) = 1 f_i(j) = 0 an i ≠ j}

10. Estw X èna plărec diktuwtì kai f: X → X mÐa sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh. DeÐxte ìti, an x̂ = ⋁ {x ∈ X| x ≤ f(x)}, tìte

(i) To f(x̂) eÐnai Ĺnw frĹgma tou {x ∈ X| x ≤ f(x)}

(ii) f(x̂) = x̂

11. DeÐxte ìti to diatetagmèno sÔnolo {(X, Y ) ∈ P (N) × P (N)| X ∩ Y = ∅} thc Ĺskhshc 3. eÐnai isìmorfo me to sÔnolo P^N twn sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh apì to sÔnolo twn fusikÿn arijmÿn, efodiasmènwn me th diakritikă diĹtaxh proc to sÔnolo . . P = � � .

26KEF§ALAIO 1. DIATETAGM§ENA S§UNOLA KAI PL§HRH DIKTUWT§A

12. ApodeÐxte ìti se èna diktuwtì L oi sunartăseic dÔo metablhtÿn

− ∧ −: L^2 → L kai − ∨−: L^2 → L diathroÔn th diĹtaxh, dhladă ìti, gia kĹje x, y, z ∈ L, èqoume:

x ≤ y ⇒ x ∧ z ≤ y ∧ z, x ≤ y ⇒ x ∨ z ≤ y ∨ z.

13. ApodeÐxte ìti h tomă opoiasdăpote oikogèneiac kĹtw kleistÿn uposunìlwn enìc diatetagmènou sunìlou eÐnai kĹtw kleistì sÔnolo.

14. ApodeÐxte ìti an to S eÐnai kĹtw kleistì uposÔnolo enìc diatetagmènou sunìlou P kai p ∈ P tìte:

(a) ↓ (p) ⊆ S (b) S = ⋃ {↓ (p)|p ∈ S}

KefĹlaio 2

DiktuwtĹ, ideÿdh, fÐltra, anaparastĹseic

Eisagwgă Sto kefĹlaio autì suzhtĹme tic ènnoiec tou ideÿdouc kai (duðkĹ) tou fÐltrou pĹnw se èna (hmi-) diktuwtì kai exetĹzoume th domă pou fèroun ta sÔnola idewdÿn, diatetagmèna me th sqèsh tou perièqesjai. H domă tou sunìlou twn idewdÿn eÐnai aută tou algebrikoÔ diktuwtoÔ, sthn opoÐa epikentrÿnoume sth sunèqeia. DeÐqnoume ìti kĹje tètoia domă prokÔptei wc sÔnolo idewdÿn epĹnw se èna hmidiktuwtì kai exetĹzoume kĹpoiec eidikÿterec periptÿseic autăc thc katĹstashc.

Stìqoc tou kefalaÐou eÐnai h exoikeÐwsh me tic basikèc ènnoiec pou eÐnai sqetikèc me th diĹtaxh kai h proetoimasÐa gia thn eisagwgă twn ennoiÿn tou fÐltrou kai tou ideÿdouc pĹnw se èna (hmi-) diktuwtì (exeidikeÔseic twc ennoiÿn tou Ĺnw kai kĹtw sunìlou, antistoÐqwc, ìpwc tic meletĹme edÿ), ènnoiec pou eÐnai kentrikăc shmasÐac, tìso gia thn anĹptuxh thc jewrÐac twn diatetagmènwn sunìlwn, ìso kai gia tic efarmogèc touc se Ĺllouc klĹdouc twn majhmatikÿn kai sth logikă.

2.1 Peperasmèna (sumpagă) stoiqeÐa kai algebrikĹ diktuwtĹ

An koitĹxoume to sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou, diatatagmènou me th sqèsh tou perièqesjai, tìte diapistÿnoume pwc eÐnai èna plărec diktuwtì, ìpou ta suprema tou dÐnontai apì tic enÿseic oikogeneiÿn anoiktÿn uposunìlwn. To na eÐnai èna anoiktì uposÔnolo U sumpagèc shmaÐnei ìti an U ⊆ ⋃ i∈I U_i tìte upĹrqei peperasmèno uposÔnolo {i_1, ..., i_n} tou I ÿste U ⊆ U_{i1} ∪ ... ∪ U_{in} . Na shmeiÿsoume edÿ ìti ènac topologikìc qÿroc eÐnai sumpagăc akribÿc ìtan to mègisto stoiqeÐo X ∈

28KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

O(X) eÐnai sumpagèc stoiqeÐo tou O(X).

KaloÔme loipìn genikÿtera èna stoiqeÐo u enìc plărouc diktuwtoÔ sumpagèc ă peperasmèno an opotedăpote u ≤ ⋁ S tìte upĹrqei peperasmèno uposÔnolo s_1, ..., s_n tou S ÿste u ≤ s_1 ∨ ... ∨ s_n.

2.1.1 Prìtash. Estw X èna plărec diktuwtì. Ena stoiqeÐo x ∈ X eÐnai sumpagèc an kai mìno an, gia kĹje kateujunìmeno S ⊆ X, opotedăpote eÐnai x ≤ ⋁ S tìte upĹrqei s ∈ S ÿste x ≤ s.

Apìdeixh Estw ìti to x ∈ X eÐnai peperasmèno kai x ≤ ⋁ S, ìpou to S eÐnai kateujunìmeno. AfoÔ to x eÐnai peperasmèno tìte x ≤ s_1 ∨...∨s_n. Omwc to gegonìc ìti to S eÐnai kateujunìmeno mac epitrèpei na broÔme diadoqikĹ sto S èna stoiqeÐo s_{j1} to opoÐo ja upebaÐnei apì koinoÔ ta s_1, s_2, èna stoiqeÐo s_{j2} to opoÐo ja uperbaÐnei apì koinoÔ ta s_{j1} , s_3, èna stoiqeÐo s_{j3} to opoÐo ja uperbaÐnei apì koinoÔ ta s_{j3} , s_4 kai oÔtw kajexăc. Ara ètsi mporoÔme na broÔme èna stoiqeÐo s ∈ S, gia to opoÐo ja eÐnai tautìqrona s ≥ s_1, ... s ≥ s_n Ĺra kai x ≤ s_1 ∨ ... ∨ s_n ≤ s.

• Antistrìfwc, ac upojèsoume ìti to x plhreÐ th sunjăkh thc prìtashc kai ìti eÐnai x ≤ ⋁ S. GrĹfoume to S wc ènwsh twn peperasmènwn uposunìlwn tou, opìte, ìpwc èqoume dei sthn prìtash I.3.1, eÐnai ⋁ S = ⋁ { ⋁ F | F ⊆ S, F peperasmèno}, ìpou to supremum sta dexiĹ thc isìthtac eÐnai kateujunìmeno. Ara x ≤ ⋁ F ìpou to F eÐnai peperasmèno uposÔnolo tou S. Me Ĺlla lìgia to x eÐnai peperasmèno stoiqeÐo tou diktuwtoÔ. ■

O ìroc ’peperasmèno’ mporeÐ na aitiologhjeÐ kai apì ta parakĹtw paradeÐgmata:

1) Sto dunamosÔnolo enìc sunìlou X, diatetagmènou me th sqèsh tou perièqesjai ⊆, na stoiqeÐo S ⊆ X eÐnai peperasmèno wc stoiqeÐo tou diktuwtoÔ an kai mìno an eÐnai peperasmèno wc sÔnolo. GiatÐ an to S eÐnai peperasmèno S = {x_1, ..., x_n} kai S ⊆ ⋃ i∈I Y_i, tìte gia kĹje x_i ∈ S upĹrqei Y_i me x_i ∈ Y_i.

Epeidă to plăjoc twn x_i eÐnai peperasmèno, èpetai ìti S ⊆ Y_{i1} ∪ ... ∪ Y_{in} . Antistrìfwc, an to S eÐnai peperasmèno stoiqeÐo tou diktuwtoÔ, tìte an to grĹyoume wc ènwsh twn monosunìlwn pou perièqei ja prèpei to S na perièqetai sthn ènwsh peperasmènou plăjouc monosunìlwn. Ara to S eÐnai peperasmèno.

2) Sto sÔnolo twn upoomĹdwn miac omĹdac, diatetagmènou pĹli me th sqèsh tou perièqesjai, mia upoomĹda eÐnai peperasmèno stoiqeÐo tou diktuwtoÔ an kai mìno an eÐnai peperasmènwc gennÿmenh (èqei peperasmèno plăjoc gennhtìrwn). To epiqeÐrhma eÐnai ìpwc sto parapĹnw parĹdeigma, mìno pou antÐ gia ta stoiqeÐa thc omĹdac anaferìmaste stouc gennătorèc thc, sth mia kateÔjunsh, enÿ sthn Ĺllh, grĹfoume thn upoomĹda wc ènwsh twn upoomĹdwn thc pou parĹgontai apì to kĹje èna stoiqeÐo thc upoomĹdac.

Paratărhsh H parapĹnw prìtash mac epitrèpei na milĹme gia peperasmèna stoiqeÐa se plaÐsia ìpou den eÐnai diajèsima ìla ta suprema allĹ mìno ekeÐna pĹnw se kateujunìmena uposÔnola tou diatetagmènou sunìlou. Etsi, gia parĹdeigma diapistÿnoume ìti to sÔnolo {(X, Y ) ∈ P (N)×P (N)| X ∩Y = ∅} me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh èqei suprema mìno gia kateujunìmena uposÔnolĹ tou (mporoÔme, gia parĹdeigma, na doÔme ìti to supremum twn zeugÿn (2N, 2N + 1) kai (2N + 1, 2N) den orÐzetai). Omwc h ènnoia tou peperasmènou stoiqeÐou eÐnai idiaÐtera shmantikă sth jewrhtikă plhroforikă, ìpou anaparistĹ ènan peperasmèno upologismì, se periptÿseic ìpou mia, endeqomènwc Ĺpeirh, upologistikă diadikasÐa proseggÐzetai apì tètoiouc. Sta paradeÐgmata diatetagmènwn sunìlwn pou qrhsimopoioÔntai wc prìtupa gia th melèth tètoiwn upologistikÿn diadikasiÿn eÐnai sunhjismèno na mhn upĹrqoun ìla ta suprema allĹ mìnon autĹ pĹnw se kateujunìmena uposÔnola.

2.1.2 Prìtash. Estw X èna plărec diktuwtì kai x, y dÔo peperasmèna stoiqeÐa tou. Tìte kai to supremum x ∨ y eÐnai peperasmèno.

Apìdeixh Ac upojèsoume ìti gia kĹpoio kateujunìmeno uposÔnolo S ⊆ X èqoume ìti x ∨ y ≤ ⋁ S. Tìte eÐnai kai x ≤ ⋁ S kajÿc kai y ≤ ⋁ S. Ara, afoÔ ta x kai y eÐnai peperasmèna, upĹrqoun s kai s^′ sto S, tètoia ÿste x ≤ s kai y ≤ s^′. AfoÔ to S eÐnai kateujunìmeno, upĹrqei èna stoiqeÐo tou s^{′′} e thn idiìthta s ≤ s^{′′} kai s^′ ≤ s^{′′}, dhladă to s^{′′} eÐnai Ĺnw frĹgma twn x kai y. Ara isqÔei ìti x ∨ y ≤ s^{′′}. ■

2.1.3 Pìrisma. To sÔnolo K(X) twn peperasmènwn stoiqeÐwn enìc plărouc diktuwtoÔ X eÐnai èna Ĺnw hmidiktuwtì.

Apìdeixh EÐnai profanèc ìti to elĹqisto stoiqeÐo enìc diatetagmènou sunìlou me kateujunìmena suprema eÐnai peperasmèno. Ara to sÔnolo twn peperasmènwn stoiqeÐwn enìc plărouc diktuwtoÔ eÐnai kleistì wc proc ìla ta peperasmèna suprema.

2.2 Ideÿdh kai fÐltra se hmidiktuwtĹ

Estw K èna Ĺnw hmidiktuwtì (dhladă èna diatetagmèno sÔnolo pou kĹje peperasmèno uposÔnolì tou èqei supremum). Lème ìti to uposÔnolo I ⊆ K eÐnai èna ideÿdec tou K an plhreÐ tic exăc sunjăkec:

30KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

• To elĹqisto stoiqeÐo 0 tou K (dhladă to supremum tou kenoÔ sunìlou) anăkei sto I.

• An to x anăkei sto I kai y ≤ x, tìte kai to y anăkei sto I. • An ta x kai y anăkoun sto I tìte kai to supremum touc x ∨ y anăkei sto I.

EÔkola diapistÿnei kaneÐc ìti h tomă mÐac oikogèneiac idewdÿn eÐnai ideÿdec. GiatÐ an {I_j|j ∈ J} eÐnai mia oikogèneia idewdÿn tìte to elĹqisto stoiqeÐo tou K anăkei sthn tomă ⋂ j∈J I_j , efìson anăkei se ìla ta mèlh thc oikogèneiac.

OmoÐwc, an duì stoiqeÐa x kai y anăkoun se ìla ta ideÿdh thc oikogèneiac, tìte kai to supremum touc anăkei se ìla ta ideÿdh thc oikogèneiac, Ĺra kai sthn tomă touc. Tèloc, an to x anăkei se ìla ideÿdh thc oikogèneiac kai to y eÐnai mikrìtero ă Ðso tou x tìte to y ja anăkei se ìla ta ideÿdh thc oikogèneiac Ĺra kai sthn tomă touc. SumperaÐnoume loipìn thn akìloujh:

2.2.1 Prìtash. To sÔnolo Idl(K) twn idewdÿn pĹnw se èna Ĺnw hmidiktuwtì K, diatetagmèno me th sqèsh ⊆ tou perièqesjai eÐnai èna plărec diktuwtì. ■ Ena ideÿdec eÐnai kleistì wc proc peperasmèna suprema Ĺra eÐnai ôpodomăfl tou Ĺnw hmidiktuwtoÔ. Eqei ìmwc kai mia parapĹnw idiìthta. Ac doÔme èna parĹdeigma Ĺnw hmidiktuwtoÔ kai kĹpoia apì ta ideÿdh tou: To diatetagmèno sÔnolo K pou paristĹnetai apì to akìloujo diĹgramma e � � c d � � b | a eÔkola diapistÿnetai ìti eÐnai Ĺnw hmidiktuwtì kai ìti to uposÔnolo e � � c d � � a eÐnai Ĺnw hmidiktuwtì allĹ den eÐnai ideÿdec. MetaxÔ twn idewdÿn tou arqikoÔ sunìlou eÐnai ta c d � � b kai b | | a a,

twn opoÐwn h ènwsh eÐnai to sÔnolo c d � � b | a pou ìmwc den eÐnai ideÿdec (to supremum twn c kai d den eÐnai sto sÔnolo autì). Blèpoume loipìn ìti h ènwsh idewdÿn den eÐnai kat’ anĹgkh ideÿdec. Apì thn Ĺllh pleurĹ ìmwc, afoÔ to sÔnolo twn idewdÿn eÐnai, ìpwc eÐdame, plărec diktuwtì, prèpei na upĹrqei to supremum mèsa sto diatetagmèno sÔnolo Idl(K) twn duo idewdÿn pou eÐdame parapĹnw. Autì dÐnetai apì to elĹqisto ideÿdec pou perièqei thn ènwsă touc. Sto sugkekrimèno parĹdeigma autì den eÐnai Ĺllo apì olìklhro to sÔnolo K.

ParĹ ta parapĹnw isqÔei to akìloujo:

2.2.2 Prìtash. H ènwsh mÐac kateujunìmenhc oikogèneiac idewdÿn, pĹnw se èna Ĺnw hmidiktuwtì, eÐnai ideÿdec (kai fusikĹ se autăn thn perÐptwsh dÐnei to supremum thc oikogèneiac).

Apìdeixh EÐnai profanèc ìti to elĹqisto stoiqeÐo tou hmidiktuwtoÔ anăkei sthn ènwsh. EpÐshc an to x anăkei sthn ènwsh thc oikogèneiac twn idewdÿn kai y ≤ x tìte to x anăkei se kĹpoio apì ta ideÿdh, Ĺra ekeÐ ja anăkei kai to y wc mikrìterì tou, Ĺra telikĹ ja anăkei kai sthn ènwsh.

Estw tÿra ìti ta x, y anăkoun sthn ènwsh thc kateujunìmenhc oikogèneiac. Tìte upĹrqoun j, k ∈ J ÿste x ∈ I_j, y ∈ I_k. AfoÔ h oikogèneia eÐnai kateujunìmenh upĹrqei l ∈ J ètsi ÿste I_j ⊆ I_l kai I_k ⊆ I_l. Ara x, y ∈ I_l, opìte kai x ∨ y ∈ I_l, Ĺra to x ∨ y anăkei sthn ènwsh twn idewdÿn. ■

Aută h aplă perigrafă twn suprema kateujunìmenwn oikogeneiÿn idewdÿn mac epitrèpei na poÔme perissìtera prĹgmata gia to sÔnolo twn idewdÿn pĹnw se èna Ĺnw hmidiktuwtì. Lème ìti èna diatetagmèno sÔnolo X eÐnai èna algebrikì diktuwtì an plhroÔntai oi exăc sunjăkec:

• To X eÐnai plărec diktuwtì kai

32KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

• KĹje stoiqeÐo tou X eÐnai Ðso me to supremum twn peperasmènwn stoiqeÐwn pou eÐnai mikrìtera ă Ðsa apì autì.

O ìroc algebrikì diktuwtì ofeÐletai sto gegonìc ìti h domă aută entopÐsthke meletÿntac ta diatetagmèna sÔnola twn upoomĹdwn mÐac omĹdac, twn upodaktulÐwn enìc daktulÐou kai genikÿtera twn upodomÿn mÐac algebrikăc domăc pou orÐzetai me prĹxeic pou efarmìzontai pĹnw se èna peperasmèno plăjoc orismĹtwn. EpÐshc paradeÐgmata autăc thc domăc apoteloÔn oi kanonikèc upoomĹdec mÐac omĹdac, ta amfÐpleura ideÿdh enìc daktulÐou ki Ĺllec tètoiec kataskeuèc pou antistoiqoÔn sthn ènnoia thc ’sqèshc isodunamÐac pou sèbetai tic prĹxeic’ se miĹ algebrikă domă.

2.2.3 Prìtash. Estw K èna Ĺnw hmidiktuwtì kai Idl(K) to sÔnolo twn idewdÿn pĹnw s’ autì, diatetagmèno me th sqèsh tou perièqesjai. Tìte to Idl(K) eÐnai algebrikì diktuwtì

Apìdeixh: Eqoume ădh dei ìti to Idl(K) eÐnai plărec diktuwtì. ArkeÐ epomènwc na deÐxoume ìti kĹje stoiqeÐo tou Idl(K) eÐnai supremum (kat’ anĹgkh kateujunìmeno) peperasmènwn stoiqeÐwn.

Ta ’kÔria’ ideÿdh, thc morfăc ↓(x), ìpou x ∈ K, eÐnai peperasmèna stoiqeÐa tou Idl(K). GiatÐ an {I_j|j ∈ J} eÐnai mia kateujunìmenh oikogèneia idewdÿn kai ↓(x) ⊆ ⋁ j I_j = ⋃ j I_j

tìte gia kĹpoio j ∈ J, x ∈ I_j Ĺra ↓(x) ⊆ I_j . Epiplèon gia kĹje ideÿdec I isqÔei ìti I = ⋃ {↓(x)|x ∈ I}. ■

H ènnoia tou fÐltrou eÐnai h duðkă proc aută tou ideÿdouc. An tÿra K èna kĹtw hmidiktuwtì (dhladă èna diatetagmèno sÔnolo pou kĹje peperasmèno uposÔnolì tou èqei infimum), lème ìti to uposÔnolo F ⊆ K eÐnai èna fÐltro tou K an plhreÐ tic exăc sunjăkec:

• To mègisto stoiqeÐo 1 tou K (dhladă to infimum tou kenoÔ sunìlou) anăkei sto F .

• An to x anăkei sto F kai y ≥ x, tìte kai to y anăkei sto F . • An ta x kai y anăkoun sto F tìte kai to infimum x ∧ y anăkei sto F .

Wc parĹdeigma fÐltrou anfèroume to akìloujo, me shmantikèc qrăseic sthn anĹlush kai th logikă: Estw P (N) to dunamosÔnolo twn fusikÿn arijmÿn me th diĹtaxh tou perièqesjai. Tote to sÔnolo

F = {X ⊆ N| N − X peperasmèno}

eÐnai èna fÐltro. EpÐshc ac shmeiÿsoume ìti an to L eÐnai èna diktuwtì, tìte èna fÐltro pĹnw sto L eÐnai èna ideÿdec pĹnw sto L, efodiasmèno me th duðkă diĹtaxh. IsqÔei dhladă ìti

F ilt(L) = Idl(L^{op})

Epomènwc ìla ta domikĹ qarakthristikĹ tou sunìlou twn idewdÿn pĹnw se èna diktuwtì apoteloÔn kai gnwrÐsmata tou sunìlou twn fÐltrwn pĹnw se autì. Ja epanèljoume sthn ènnoia tou fÐltrou parakĹtw, sthn perÐptwsh pou to L eÐnai mÐa Ĺlgebra Boole, opìte h ènnoia tou fÐltrou apoktĹ xeqwristă shmasÐa apì logikă skopiĹ.

2.3 Ta algebrikĹ diktuwtĹ kai h anaparĹstasă touc

Skopìc mac edÿ eÐnai na deÐxoume ìti kĹje algebrikì diktuwtì eÐnai isìmorfo me èna sÔnolo idewdÿn pĹnw se èna Ĺnw hmidiktuwtì. Gia na petÔqoume kĹti tètoio katalăgoume na sugkrÐnoume èna sÔnolo thc morfăc Idl(K) me to algebrikì diktuwtì X. H sÔgkrish aută gÐnetai mèsw miĹc kanonikĹ epagìmenhc apeikìnishc, pou ìmoiĹ thc èqoume sunantăsei katĹ th suzăthsh thc plărwshc enìc diatetagmènou sunìlou, sto prohgoÔmeno kefĹlaio.

Parathrăsame ădh enwrÐtera, ìti h èmfÔteush tou Yoneda’

y: K → KĹtw sÔnola tou K

paÐrnei ousiastkĹ timèc sto sÔnolo twn idewdÿn Idl(K), afoÔ to sÔnolo ↓(x) eÐnai ideÿdec. H emfÔteush lopìn y: K → Idl(K) èqei mÐa idiìthta paremferă me thn oikeÐa apì to prohgoÔmeno kefĹlaio.

2.3.1 Prìtash. Estw K èna diatetagmèno sÔnolo kai f: K → X mÐa sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh proc èna sÔnolo me kateujunìmena suprema. Tìte upĹrqei mÐa epèktash thc f, f̂: Idl(K) → X, (dhladă èqei thn idiìthta f̂ ∘ y = f) pou diathreÐ kateujunìmena suprema kai eÐnai monadikă me thn idiìthta aută.

Apìdeixh: Opwc kai sto prohgoÔmeno kefĹlaio, orÐzoume thn f̂: Idl(K) → X wc exăc:

34KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

f̂(I) = ⋁ {f(p) ∈ X| y(p) ⊆ I} = ⋁ {f(p) ∈ X| ↓(p) ⊆ I} = ⋁ {f(p) ∈ X| p ∈ I}

Etsi ìpwc orÐsthke eÐnai tÿra profanèc ìti h f̂ diathreÐ th diĹtaxh. Autì èpetai exĹllou apì to gegonìc ìti h f̂ diathreÐ kateujunìmena suprema. Autì to teleutaÐo basÐzetai akribÿc sto gegonìc ìti mìno oi enÿseic kateujunìmenwn oikogeneiÿn apì ideÿdh eÐnai ideÿdh (prìtash 2.2.2): f̂( ⋃ I_k) = ⋁ {f(p) ∈ X| p ∈ ⋃ I_k} = ⋁ {f(p) ∈ X| ∃k p ∈ I_k} = ⋁ ⋃ k {f(p) ∈ X| p ∈ I_k}

(apì to Lămma 1.7.4) = ⋁ k ⋁ {f(p) ∈ X| p ∈ I_k} = ⋁ k {f̂(I_k)| k}

H f̂ èqei thn idiìthta f̂ ∘ y = f:

(f̂ ∘ y)(p) = f̂(y(p)) = ⋁ {f(q) ∈ X| q ∈↓(p)}

= f(p)

Tèloc h apìdeixh ìti h f̂ eÐnai monadikă me autèc tic dÔo idiìthtec eÐnai ìpwc sto Jeÿrhma 1.7.1. ■ Na kleÐsoume th sqetikă suzăthsh lègontac ìti h pragmatikă jewrhtikă axÐa thc parapĹnw prìtashc ègkeitai sto ìti paramènei ègkurh gia mÐa ’qalarÿterh’ ènnoia ideÿdouc, pou den proapaiteÐ thn Ôparxh suprema kai pou mporeÐ na oristeÐ gia tuqaÐo diatetagmèno sÔnolo. Eqoume tìte ìti to sÔnolo autÿn twn ’qalarÿn idewdÿn’ èqei kateujunìmena (allĹ ìqi genikĹ) suprema kai ìti apìteleÐ, me thn oikeÐa ènnoia, thn plărwsh tou diatetagmènou sunìlou wc proc kateujunìmena suprema.

Ac èljoume ìmwc sto zăthma pou kurÐwc mac apasqoleÐ

2.3.2 Jeÿrhma. KĹje algebrikì diktuwtì eÐnai isìmorfo (wc diatetagmèno sÔnolo) me èna thc morfăc Idl(K), gia kĹpoio Ĺnw hmidiktuwtì K.

Apìdeixh Prèpei, xekinÿntac apì èna algebrikì diktuwtì X, na broÔme èna Ĺnw hmidiktuwtì kai na prospajăsoume na emfanÐsoume to algebrikì diktuwtì wc sÔnolo idewdÿn pĹnw se autì. H emfanăc epilogă eÐnai aută tou Ĺnw hmidiktuwtoÔ twn peperasmènwn stoiqeÐwn tou X.

Ac prospajăsoume na broÔme mia katĹllhla orismènh apeikìnish

g: Idl(K(X)) → X

kai na apodeÐxoume ìti apoteleÐ isomorfismì. UpĹrqei mia profanăc apeikìnish pou diathreÐ th diĹtaxh, i: K(X) → X, pou eÐnai h emfÔteush tou sunìlou twn peperasmènwn stoiqeÐwn mèsa se ìlo to diktuwtì (dra dhladă wc h tautotikă apeikìnish pĹnw sta stoiqeÐa tou K(X).) SÔmfwna me ìsa èqoume dei aută epekteÐnetai se mia apeikìnish i: Idl(K(X)) → X, pou diathreÐ kateujunìmena suprema(Ĺra kai th diĹtaxh). H i orÐzetai apì ton tÔpo i(I) = ⋁ {i(p)| p ∈ I, p peperasmèno}. ArkeÐ na deÐxoume ìti h i anaklĹ th diĹtaxh kai eÐnai epÐ. Tìte xèroume ìti h i ja eÐnai isomorfismìc. PrĹgmati:

• H i eÐnai epÐ giatÐ kĹje stoiqeÐo enìc algebrikoÔ diktuwtoÔ eÐnai supremum twn peperasmènwn stoiqeÐwn pou eÐnai mikrìtera ă Ðsa me autì, dhladă kĹje x ∈ X eÐnai

x = ⋁ {p| p ≤ x, p peperasmèno} = ⋁ {i(p)| p ∈↓(x), p peperasmèno}

= i(↓(x)).

• H i anaklĹ th diĹtaxh giatÐ an i(I) ≤ i(J) dhladă ⋁ {p| p ∈ I, p peperasmèno} ≤ ⋁ {s| s ∈ J, s peperasmèno}

tìte gia kĹje peperasmèno p ∈ I upĹrqei peperasmèno s ∈ J, tètoio ÿste p ≤ s (autì apì thn idiìthta pou orÐzei thn ènnoia tou peperasmènou stoiqeÐou). AfoÔ to J eÐnai ideÿdec, prokÔptei ìti, gia kĹje p ∈ I eÐnai kai p ∈ J, dhladă I ⊆ J. PrĹgmati loipìn, h i anaklĹ th diĹtaxh. ■

Kat’ autìn ton trìpo èqoume ousiastikĹ deÐxei ìti upĹrqei mia èna-proc-èna antistoiqÐa anĹmesa se dÔo klĹseic domÿn, wc exăc:

36KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

Ideÿdh: (Anw HmidiktuwtĹ) � � (AlgebrikĹ DiktuwtĹ): Peperasmèna stoiqeÐa,

mporoÔme epomènwc na poÔme ìti oi dÔo autèc ènnoiec èqoun thn Ðdia èktash.

2.4 EpimeristikĹ diktuwtĹ

Epikentrÿnoume edÿ thn prosoqă mac se mia seirĹ apì epimeristikoÔc nìmouc pou mporeÐ na isqÔoun se èna diktuwtì kai exetĹzoume kĹpoiec sunèpeièc touc kai tic sqèseic anĹmesĹ touc.

Lème ìti èna diktuwtì eÐnai epimeristikì an, gia opoiadăpote tria stoiqeÐa tou, ikanopoieÐtai h isìthta

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

2.4.1 Prìtash. Se èna epimeristikì diktuwtì ikanìpoieÐtai kai h duðkă thc parapĹnw isìthtac, dhladă, gia opoiadăpote tria stoiqeÐa tou diktuwtoÔ, èqoume:

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

Apìdeixh: Efarmìzontac diadoqikĹ ton isqÔonta epimeristikì nìmo èqoume

(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = ((x ∨ y) ∧ x) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = x ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = x ∨ ((x ∧ z) ∨ (y ∧ z)) = (x ∨ (x ∧ z)) ∨ (y ∧ z) = x ∨ (y ∧ z) ■ EpÐshc mac endiafèrei h epimeristikìthta, se èna plărec diktuwtì tou infimum wc proc Ĺpeira suprema, dhladă h isìthta

x ∧ ( ⋁ S) = ⋁ {x ∧ s|s ∈ S}, eÐte sthn perÐptwsh pou to S eÐnai tuqaÐo uposÔnolo tou plărouc diktuwtoÔ, eÐte sthn perÐptwsh pou to S eÐnai kateujunìmeno uposÔnolo tou diktuwtoÔ. Edÿ h anisìthta ⋁ {x ∧ s|s ∈ S} ≤ x ∧ ( ⋁ S) isqÔei pĹnta giatÐ to kĹje x ∧ s eÐnai mikrìtero ă Ðso tou x ∧ ( ⋁ S), Ĺra to Ðdio ja isqÔei kai gia to supremum ìlwn twn x ∧ s.

Na parembĹloume edÿ miĹ paratărhsh: SuqnĹ, enÐote se sqèsh me th diapÐstwsh thc isqÔoc enìc epimeristikoÔ nìmou, qreiĹzetai kaneÐc na deÐxei kĹpoiec anisìthtec se merikÿc diatetagmèna sÔnola. Estw loipìn ìti jèloume na deÐxoume miĹ anisìthta

Φ ≤ Ψ,

ìpou Φ kai Ψ dÔo ekfrĹseic pou mporeÐ na perièqoun diĹfora infima ă suprema, wc proc peperasmènec ă Ĺpeirec oikogèneiec stoiqeÐwn tou sunìlou. Tìte gia na deÐxoume thn anisìthta mac boleÔei kamiĹ forĹ na deÐxoume kallÐtera ìti, gia èna tuqaÐo stoiqeÐo t tou sunìlou isqÔei

t ≤ Φ ⇒ t ≤ Ψ,

prĹgma pou eÐnai isodÔnamo me th zhtoÔmenh anisìthta. ìpwc eÔkola katalabaÐnoume. An ìmwc briskìmaste se èna algebrikì diktuwtì, ìpou kaje stoiqeÐo tou eÐnai supremum peperasmènwn stoiqeÐwn, tìte arkeÐ na deÐxoume ìti gia kĹje t peperasmèno t ≤ Φ ⇒ t ≤ Ψ.

Autì qrhsimopoioÔme kai sthn parakĹtw

2.4.2 Prìtash. Se èna algebrikì diktuwtì X isqÔei pĹnta h isìthta

x ∧ ( ⋁ S) = ⋁ {x ∧ s|s ∈ S},

ìpou to x eÐnai èna opoiodăpote stoiqeÐo kai to S èna opoiodăpote kateujunìmeno uposÔnolo tou X.

Apìdeixh: Opwc eÐpame parapĹnw, h anisìthta ⋁ {x ∧ s|s ∈ S} ≤ x ∧ ( ⋁ S) isqÔei pĹnta, Ĺra deÐqnoume thn antÐstrofh anisìthta. Estw loipìn èna peperasmèno t ∈ X, gia to opoÐo isqÔei

38KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

t ≤ x ∧ ( ⋁ S). Tìte isqÔoun tautìqrona t ≤ x kai t ≤ ⋁ S. Apì to gegonìc ìti to t eÐnai peperasmèno kai to S kateujunìmeno èpetai ìti upĹrqei s ∈ S tètoio ÿste t ≤ s. Ara, gia to sugkekrimèno s ∈ S isqÔei ìti t ≤ x ∧ s. Epetai ìti t ≤ ⋁ {x ∧ s|s ∈ S}. ■

Erqìmenoi stic endeqìmenec susqetÐseic metaxÔ twn diafìrwn epimeristikÿn nìmwn parathroÔme ta exăc: Kat’ arqăn o Ĺpeiroc epimeristikìc nìmoc

x ∧ ( ⋁ S) = ⋁ {x ∧ s|s ∈ S},

ìpou tÿra to S eÐnai opoiodăpote uposÔnolo enìc plărouc diktuwtoÔ èpetai, tetrimèna, ton peperasmèno epimeristikì nìmo kajÿc kai ekeÐnon tou epimerismoÔ pĹnw se suprema kateujunìmenwn uposunìlwn. IsqÔei ìmwc kai to antÐstrofo. Apì th stigmă pou kĹje supremum grĹfetai wc èna kateujunìmeno tètoio pĹnw se suprema peperasmènwn uposunìlwn, èpetai ìti gia na diapistÿsei kaneÐc ton genikì Ĺpeiro epimeristikì nìmo arkeÐ na diapistÿsei ton peperasmèno epimeristikì nìmo kajÿc kai autìn tou epimerismoÔ tou (peperasmènou) infimum wc proc kateujunìmena suprema. Wc efarmogă autoÔ èqoume to parakĹtw polÔ shmantikì

2.4.3 Jeÿrhma. Estw D èna epimeristikì diktuwtì. Tìte to sÔnolo Idl(D) twn idewdÿn pĹnw s’ autì eÐnai èna algebrikì diktuwtì pou ikanopoieÐ ton Ĺpeiro epimeristikì nìmo

I ∧ ( ⋁ S) = ⋁ {I ∧ J|J ∈ S},

gia opoiodăpote ideÿdec I kai opoiodăpote uposÔnolo S tou Idl(D).

Apìdeixh Xèroume ădh ìti to Idl(D) eÐnai èna algebrikì diktuwtì, Ĺra apì thn prohgoÔmenh Prìtash ikanopoieÐ ton epimeristikì nìmo anaforikĹ me suprema kateujunìmenwn uposunìlwn. ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti, gia tria opoiadăpote ideÿdh tou D isqÔei pĹnta ìti

I ∩ (J ∨ K) = (I ∩ J) ∨ (I ∩ K)

kai pio sugkekrimèna thn anisìthta

I ∩ (J ∨ K) ⊆ (I ∩ J) ∨ (I ∩ K),

miac kai sthn antÐjeth kateÔjunsh h anisìthta isqÔei pĹnta.

Omwc edÿ èqoume na kĹnoume ènan upologismì pou perilambĹnei to supremum dÔo idewdÿn kai to supremum autì, ìpwc èqoume ădh pei, den dÐnetai apì thn ènwsh twn idewdÿn (h opoÐa mporeÐ na tÔqei na mhn eÐnai ideÿdec). To supremum twn idewdÿn J kai K dÐnetai apì to sÔnolo

J ∨ K = {x ∈ D| upĹrqoun y ∈ J, z ∈ K ÿste x ≤ y ∨ z}

EÔkola diapistÿnei kaneÐc ìti to sÔnolo autì eÐnai ideÿdec: EÐnai profanèc ìti to elĹqisto stoiqeÐo anăkei ekeÐ kai ìti eÐnai kĹtw-kleistì. Epiplèon an x, x^′ ∈ J ∨ K, tìte upĹrqoun y ∈ J, z ∈ K ÿste x ≤ y ∨ z kajÿc kai y^′ ∈ J, z^′ ∈ K ÿste x^′ ≤ y^′ ∨ z^′. Ara x ∨ x^′ ≤ (y ∨ y^′) ∨ (z ∨ z^′), ìpou y ∨ y^′ ∈ J, z ∨ z^′ ∈ K. EpÐshc, eÔkola diapistÿnoume ìti J ⊆ J ∨ K kai K ⊆ J ∨ K (giatÐ p.q, an x ∈ J tìte x = x ∨ 0 ∈ J ∨ K.) Tèloc, an to L eÐnai èna ideÿdec pou perièqei ta J kai K, tìte, an x ∈ J ∨ K, eÐnai x ≤ y ∨ z, gia kĹpoia y ∈ J (Ĺra kai gia y ∈ L) kai z ∈ K (Ĺra kai gia z ∈ L). Epetai ìti x ∈ L.

Ac èrjoume tÿra sthn anisìthta pou epijumoÔme na deÐxoume, kajaută: Ena stoiqeÐo x ∈ I ∩ (J ∨ K) eÐnai èna stoiqeÐo tou I, gia to opoÐo upĹrqoun y ∈ J kai z ∈ K, ÿste x ≤ y ∨ z. EÐnai

x = x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),

ìpou tÿra x ∧ y ≤ x ∈ I allĹ kai x ∧ y ≤ y ∈ J kai omoÐwc x ∧ z ≤ x ∈ I allĹ kai x ∧ z ≤ z ∈ K. Ara x ∧ y ∈ I ∩ J kai x ∧ z ∈ I ∩ K. Epetai ìti

x = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∈ (I ∩ J) ∨ (I ∩ K),

ìpwc epijumoÔsame. ■

KaloÔme èna plărec diktuwtì pou ikanopoieÐ ton genikì Ĺpeiro epimeristikì nìmo plărec epimeristikì diktuwtì ă plaÐsio (frame sthn agglikă bibliografÐa). Shmeiÿnoume ìti to diktuwtì twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou apoteleÐ parĹdeigma tètoiac domăc.

Anadiatupÿnontac loipìn to parapĹnw Jeÿrhma, deÐxame ìti to sÔnolo twn idewdÿn pĹnw s’ èna epimeristikì diktuwtì eÐnai èna plărwc epimeristikì algebrikì diktuwtì. Na shmeiÿsoume ìti epiplèon ta peperasmèna stoiqeÐa tou sunìlou Idl(D), ìpou to D eÐnai tÿra diktuwtì, eÐnai kleistĹ wc proc

40KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

peperasmèna infima (sumperilambanomènou kai tou infimum thc kenăc oikogèneiac, dhladă tou mègistou stoiqeÐou D ∈ Idl(D)) GiatÐ, aploÔstata, ta peperasmèna stoiqeÐa eÐnai thc morfăc ↓(a) kai ↓(a)∩ ↓(b) =↓(a ∧ b). EpÐshc an gia mia kateujunìmenh oikogèneia idewdÿn èqoume ⋃ I_k = D tìte 1 ∈ I_k, gia kĹpoio k, Ĺra I_k = D.

Apì thn Ĺllh pleurĹ, an èqoume èna algebrikì diktuwtì X, tou opoÐou ta peperasmèna stoiqeÐa eÐnai kleistĹ wc proc ta peperasmèna infima tìte to sÔnolo K(X) twn peperasmènwn stoiqeÐwn tou èqei domă diktuwtoÔ. An epiplèon to X eÐnai plărwc epimeristikì, tìte to K(X) klhronomeÐ thn (peperasmènh) epimeristikìthta apì to X. Gia lìgouc pou èqoun thn katagwgă touc sthn topologÐa, kaloÔme èna plărwc epimeristikì algebrikì diktuwtì, tou opoÐou ta peperasmèna stoiqeÐa eÐnai eÐnai kleistĹ wc proc peperasmèna infima, sunoqikì plaÐsio (apodeiknÔetai ìti ta sunoqikĹ plaÐsia eÐnai akribÿc ta diktuwtĹ twn anoiktÿn uposunìlwn ekeÐnwn twn topologikÿn qÿrwn pou onomĹzontai sunoqikoÐ ă fasmatikoÐ)

Apì autăn tic parapĹnw parathrăseic kai apì to amèswc prohgoÔmeno jeÿrhma, katalăgoume ìti h isodunamÐa twn ennoiÿn thc domăc algebrikoÔ diktuwtoÔ, apì th miĹ, kai thc domăc Ĺnw hmidiktuwtoÔ, apì thn Ĺllh, periorÐzetai se mia isodunamÐa wc exăc:

(Anw HmidiktuwtĹ) ∼= (AlgebrikĹ DiktuwtĹ) ↾ ↾ (EpimeristikĹ DiktuwtĹ) ∼= (SunoqikĹ PlaÐsia)

2.5 Algebrec Boole

MÐa Ĺlgebra Boole eÐnai èna epimeristikì diktuwtì B tètoio ÿste gia kĹje stoiqeÐo tou x na orÐzetai èna x^′ me tic idiìthtec

x ∧ x^′ = 0 kai x ∨ x^′ = 1 (∗)

2.5.1 Prìtash. Ena stoiqeÐo enìc epimeristikoÔ diktuwtoÔ me tic idiìthtec (∗) eÐnai monadikì.

Apìdeixh: Estw èna stoiqeÐo x^{′′} me tic idiìthtec

x ∧ x^{′′} = 0 kai x ∨ x^{′′} = 1

Tìte èqoume x^{′′} = x^{′′} ∧ 1 = x^{′′} ∧ (x ∨ x^′) = (x^{′′} ∧ x) ∨ (x^{′′} ∧ x^′) = 0 ∨ (x^{′′} ∧ x^′) = x^{′′} ∧ x^′ Ĺra x^{′′} ≤ x^′

kajÿc kai

x^{′′} = x^{′′} ∨ 0 = x^{′′} ∨ (x ∧ x^′) = (x^{′′} ∨ x) ∧ (x^{′′} ∨ x^′) = 1 ∧ (x^{′′} ∨ x^′) = x^{′′} ∨ x Ĺra x^′ ≤ x^{′′}

SumperaÐnoume ìti x^′ = x^{′′} ■

To monadikì autì stoiqeÐo me tic idiìthtec (∗) to lème sumplărwma tou x kai to sumbolÐzoume me ¬x. ParathroÔme ìti se èna diktuwtì ¬1 = 0 kai ¬0 = 1.

ParadeÐgmata 1. To dunamosÔnolo enìc opoiodăpote sunìlou, me th sqèsh tou perièqesjai, eÐnai Ĺlgebra Boole.

2. To sÔnolo twn klĹsewn isodunamÐac twn protĹsewn thc klasikăc logikăc (ìpou dÔo protĹseic eÐnai isodÔnamec an kajemÐa apì tic duì sunepĹgetai thn Ĺllh) me th sqèsh thc logikăc sunepagwgăc, dhladă ‖ p ‖≤‖ q ‖ an p → q, eÐnai parĹdeigma Ĺlgebrac Boole. H sugkekrimènh Ĺlgebra lègetai Ĺlgebra Lindenbaum kai mporeÐ na perigrafeÐ wc h eleÔjerh Ĺlgebra Boole pĹnw s’ èna sÔnolo protasiakÿn metablhtÿn.

3. To sÔnolo twn omalÿn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou (ìpou èna anoiktì uposÔnolo U ⊆ X lègetai omalì an U = Int(U)).

42KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

To sÔnolo twn idewdÿn pĹnw se mÐa Ĺlgebra Boole eÐnai èna plărwc epimeristikì algebrikì diktuwtì, èqei ta peperasmèna tou stoiqeÐa kleistĹ wc proc peperasmèna infima allĹ èqei to epiplèon qarakthristikì ìti to kĹje stoiqeÐo tou eÐnai supremum ’sumplhrwmènwn’ stoiqeÐwn (dhladă stoiqeÐwn pou èqoun èna monadikì sumplărwma, me thn parapĹnw ènnoia). PrĹgmati kĹje ideÿdec se mÐa Ĺlgebra Boole eÐnai supremum stoiqeÐwn thc morfăc ↓(x), x ∈ B, ìpwc gnwrÐzoume apì th genikÿterh jewrÐa, allĹ edÿ isqÔei epiplèon ìti ↓(x)∩ ↓(¬x) = {0} kai ↓(x)∨ ↓(¬x) = B

(to prÿto dikaiologeÐtai apì to ìti an y ≤ x kai y ≤ ¬x tìte y ≤ x ∧ ¬x = 0 kai to deÔtero apì to ìti 1 = x ∨ ¬x ∈↓(x)∨ ↓(¬x). Ena plaÐsio me thn idìthta aută, ìti dhladă kĹje stoiqeÐo tou eÐnai supremum sumplhrwmènwn stoiqeÐwn lègetai (gia lìgouc pou brÐskoun pĹli thn proèleusă touc sthn topologÐa) mhdenodiĹstato.

AnaforikĹ me ta sumplhrwmèna stoiqeÐa enìc epimeristikoÔ diktuwtoÔ parathroÔme ìti

2.5.2 Prìtash. Se èna epimeristikì diktuwtì D an ta x, y eÐnai sumplhrwmèna tìte kai ta x ∨ y, x ∧ y, ¬x eÐnai sumplhrwmèna.

Apìdeixh: To sumplărwma tou x ∨ y eÐnai to ¬x ∧ ¬y giatÐ

(x ∨ y) ∨ (¬x ∧ ¬y) = (x ∨ y ∨ ¬x) ∧ (x ∨ y ∨ ¬y) = 1 ∧ 1 = 1,

(x ∨ y) ∧ (¬x ∧ ¬y) = (x ∧ ¬x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ ¬x ∧ ¬y) = 0 ∨ 0 = 0

kai omoÐwc to sumplărwma tou x ∧ y eÐnai to ¬x ∨ ¬y.

EpÐshc, apì th monadikìthta tou sumplhrÿmatoc, ki epeidă

¬x ∨ ¬¬x = ¬(x ∧ ¬x) = ¬0 = 1,

¬x ∧ ¬¬x = ¬(x ∨ ¬x) = ¬1 = 0,

èpetai ìti to ¬x eÐnai sumplhrwmèno. ■

2.5.3 Pìrisma. To sÔnolo twn sumplhrwmènwn stoiqeÐwn enìc mhdenodiĹstatou plărwc epimeristikoÔ diktuwtoÔ apoteloÔn mÐa Ĺlgebra Boole.

2.5.4 Pìrisma. Se mÐa Ĺlgebra Boole isqÔoun oi nìmoi tou De Morgan:

¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y kai ¬(x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y, kajÿc kai h arqă flarnhsh thc Ĺrnhshc isoÔtai me th jèsh’

¬¬x = x.

An tèloc upojèsoume ìti èqoume èna mhdenodiĹstato plaÐsio pou eÐnai epiplèon sumpagèc, tìte prokÔptei ìti ta sumplhrwmèna tou stoiqeÐa eÐnai peperasmèna. GiatÐ, an b ≤ ⋁ x_i, ìpou h oikogèneia {x_i| i ∈ I} eÐnai kateujunìmenh, tìte

1 = ¬b ∨ b = ¬b ∨ ⋁ x_i = ⋁ (¬b ∨ x_i), Ĺra upĹrqei i gia to opoÐo 1 = ¬b ∨ x_i, opìte

b = b ∧ 1 = b ∧ (¬b ∨ x_i) = b ∨ x_i, Ĺra b ≤ x_i.

Apì tic parapĹnw parathrăseic katalăgoume ìti h isodunamÐa twn ennoiÿn thc domăc algebrikoÔ diktuwtoÔ, apì th miĹ, kai thc domăc Ĺnw hmidiktuwtoÔ,

44KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

apì thn Ĺllh, periorÐzetai se mia isodunamÐa anĹmesa se Ĺlgebrec Boole, apì th miĹ, kai sumpagă mhdenodiĹstata plaÐsia, apì thn Ĺllh pleurĹ:

(Anw HmidiktuwtĹ) ∼= (AlgebrikĹ DiktuwtĹ) ↾ ↾ (EpimeristikĹ DiktuwtĹ) ∼= (SunoqikĹ PlaÐsia) ↾ ↾ (Algebrec Boole) ∼= (Sumpagă MhdenodiĹstata PlaÐsia)

Na kleÐsoume me èna sqìlio gia thn ènnoia tou fÐltrou pĹnw se miĹ Ĺlgebra Boole(se ìti akoloujeÐ mporoÔme na èqoume sto mualì mac to parĹdeigma thc Ĺlgebrac Lindembaum pou proanafèrame): An orÐsoume thn prĹxh thc sunepagwgăc se mia Ĺlgebra Boole wc a → b = ¬a ∨ b, parathroÔme ìti èna fÐltro F pĹnw sth Ĺlgebra Boole èqei tic exăc idiìthtec

• 1 ∈ F (ex’ orismoÔ) kai • a ∈ F kai a → b ∈ F èpontai ìti b ∈ F (giatÐ b = a ∧ (¬a ∨ b) = 0 ∨ b)

Antistrìfwc, èna uposÔnolo F ⊆ B thc Ĺlgebrac Boole me tic dÔo parapĹnw idiìthtec eÐnai èna fÐltro, giatÐ an a ∈ F kai a ≤ b tìte a → b = 1 (deÐte thn Ĺskhsh 7, parakĹtw) Ĺra b ∈ F . Epiplèon an a, b ∈ F tìte, epeidă

a → (a ∧ b) = ¬a ∨ (a ∧ b) = (¬a ∨ a) ∧ (¬a ∨ b) = ¬a ∨ b ≥ b,

Ĺra a → (a ∧ b) ∈ F , apì th deÔterh idiìthta èpetai ìti a ∧ b ∈ F . Me Ĺlla lìgia, èna uposÔnolo F ⊆ B me tic dÔo parapĹnw idiìthtec eÐnai èna fÐltro. Omwc, sto parĹdeigma ìpou B eÐnai h Ĺlgebra Lindembaum tou protasiakoÔ logismoÔ, èna uposÔnolo thc Ĺlgebrac me tic dÔo parapĹnw idiìthtec den eÐnai tÐpote Ĺllo apì èna sÔnolo protĹsewn pou perièqei thn tautologÐa kai eÐnai kleistì wc proc ton kanìna exagwgăc logikÿn sumperasmĹtwn, gnwstoÔ wc modus ponens. Prìkeitai dhladă gi’ autì pou sthn Logikă orÐzoume wc mia jewrÐa. Ara fÐltra kai logikèc jewrÐec eÐnai to Ðdio prĹgma.

2.6 Askăseic

1. DeÐxte ìti, dedomènou enìc Ĺnw hmidiktuwtoÔ P , o isomorfismìc metaxÔ kĹtw sunìlwn tou P kai sunartăsewn pou antistrèfoun th diĹtaxh apì to P sto 2 periorÐzetai se ènan isomorfismì anĹmesa sto sÔnolo twn idewdÿn Idl(P ) pĹnw sto P , apì th mia pleurĹ, kai sto sÔnolo twn sunartăsewn f: P → 2 pou stèlnoun peperasmèna suprema se peperasmèna infima, apì thn Ĺllh.

2.a) Estw X èna plărec diktuwtì kai j: X → X mia sunĹrthsh pou diathreÐ th diĹtaxh kai ikanopoieÐ tic sqèseic id_X ≤ j = j^2. DeÐxte ìti to sÔnolo twn stajerÿn shmeÐwn thc j, X_j = {x ∈ X| j(x) = x} eÐnai epÐshc plărec diktuwtì.

b) DeÐxte epÐshc ìti an h j diathreÐ suprema kateujunìmenwn uposunìlwn tìte to X_j eÐnai kleistì sto X wc proc kateujunìmena suprema.

g) Me autăn thn proôpìjesh deÐxte ìti an to p eÐnai peperasmèno stoiqeÐo tou X tìte kai to j(p) eÐnai peperasmèno stoiqeÐo tou X_j. SumperĹnete ìti an to X eÐnai algebrikì diktuwtì tìte eÐnai kai to X_j .

3. PerigrĹyte to sÔnolo twn peperasmènwn stoiqeÐwn (efìson upĹrqoun) twn parakĹtw diatetagmènwn sunìlwn:

(i) To sÔnolo {(X, Y ) ∈ P (N) × P (N)| X ∩ Y = ∅} me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh. (Qrhsimopoiăste thn perigrafă twn suprema kateujunìmenwn sunìlwn pou èqoume dei se prohgoÔmenh Ĺskhsh)

(ii) To sÔnolo R twn pragmatikÿn arijmÿn me th sunăjh diĹtaxh.

4. Ac orÐsoume mia ènnoia ideÿdouc pĹnw se èna tuqaÐo diatetagmèno sÔnolo P wc exăc. To I ⊆ P eÐnai ideÿdec an

• To I eÐnai mh kenì.

• An to x anăkei sto I kai y ≤ x, tìte kai to y anăkei sto I. • An ta x kai y anăkoun sto I tìte upĹrqei z sto I me x ≤ z kai y ≤ z.

DeÐxte ìti:

a) To sÔnolo Idl(P ) twn idewdÿn, me thn parapĹnw ènnoia, pĹnw sto P èqei kateujunìmena suprema

b) To Idl(P ) apoteleÐ thn plărwsh tou P wc proc kateujunìmena suprema, me thn ènnoia thc Prìtashc 2.3.1.

5. An to L eÐnai diktuwtì deÐxte ìti ta peperasmèna stoiqeÐa tou sunìlou Idl(L) eÐnai akribÿc ta ideÿdh thc morfăc ↓(a), a ∈ L.

46KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

6. Estw X èna opoiodăpote sÔnolo. DeÐxte ìti to sÔnolo

{A ⊆ X| A peperasmèno ă X − A peperasmèno} eÐnai Ĺlgebra Boole.

7. DeÐxte ìti se mia Ĺlgebra Boole o telestăc pou antistoiqÐzei se kĹje stoiqeÐo to sumplărwmĹ tou eÐnai mia sunĹrthsh pou antistrèfei th diĹtaxh. Qrhsimopoiăste autì gia na deÐxete ìti an a ≤ b tìte a → b = 1. DeÐxte, tèloc, ìti h sunĹrthsh ’sumplărwma’ eÐnai ènac isomorfismìc

¬: B^{op} → B

8. DeÐxte ìti èna diktuwtì eÐnai epimeristikì an, gia kĹje trÐa stoiqeÐa tou, isqÔei

x ∧ (y ∨ z) ≤ (x ∧ y) ∨ z.

9. ApodeÐxte ìti to sÔnolo twn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou pou eÐnai tautìqrona anoiktĹ kai kleistĹ apìteloÔn mia Ĺlgebra Boole.

10. ApodeÐxte ìti to sÔnolo < N, | > twn fusikÿn arijmÿn me th sqèsh diairetìthtac anĹmesĹ touc eÐnai epimeristikì diktuwtì.

11. EÐnai to sÔnolo twn kanonikÿn upoomĹdwn mÐac omĹdac (me th sqèsh tou perièqesjai) epimeristikì diktuwtì?

12. ApodeÐxte ìti se èna peperasmèno diktuwtì kĹje ideÿdec eÐnai kÔrio (dhladă eÐnai thc morfăc ↓(x), gia kĹpoio stoiqeÐo x tou diktuwtoÔ).

13. Estw X ènac topologikìc qÿroc kai x ∈ X èna shmeÐo tou. DeÐxte ìti to sÔnolo

{V ∈ O(X)| upĹrqei U ∈ O(X) ÿste x ∈ U ⊆ V } eÐnai èna fÐltro pĹnw sto dunamosÔnolo tou qÿrou.

14. Estw f: L → 2 ènac omomorfismìc diktuwtÿn (dhladă mÐa sunĹrthsh pou diathreÐ peperasmèna suprema kai infima). DeÐxte ìti h antÐstrofh eikìna tou 0 eÐnai èna ideÿdec kai, duðkĹ, h antÐstrofh eikìna tou 1 eÐnai èna fÐltro tou L.

15. Estw X èna Ĺpeiro sÔnolo kai F to sÔnolo twn peperasmènwn uposunìlwn tou. To F me th diĹtaxh tou perièqesjai eÐnai epimeristikì diktuwtì. MporeÐ na eÐnai Ĺlgebra Boole?

48KEF§ALAIO 2. DIKTUWT§A, IDE§WDH, F§ILTRA, ANAPARAST§ASEIC

KefĹlaio 3

Prosarthmènec apeikonÐseic. Algebrec Heyting

Eisagwgă Sto parìn kefĹlaio eisĹgoume mÐa apì tic shmantikÿterec ènnoiec twn jewrhtikÿn majhmatikÿn, aută twn prosarthmènwn apeikonÐsewn. H prosĹrthsh eÐnai mia sqèsh pou plhroÔn apeikonÐseic pou diathroÔn th diĹtaxh anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola. Mac epitrèpei th metaforĹ plhroforÐac apì to èna pedÐo sto Ĺllo. IstorikĹ prwtoapantĹtai sto èrgo tou E. Galois wc mia sqèsh pou sundèei ta diatetagmèna sÔnola twn upoomĹdwn miac sugkekrimènhc omĹdac, apì th mia pleurĹ, kai twn epektĹsewn enìc sÿmatoc, apì thn Ĺllh. Me aută th morfă paÐzei kajoristikì rìlo sthn anĹptuxh thc jewrÐac epÐlushc poluwnumikÿn exisÿsewn. Omwc tètoiou eÐdouc sqèseic dièpoun ta majhmatikĹ apì Ĺkrou eic Ĺkro. Eidikÿtera sto pedÐo thc logikăc diapistÿnoume ìti oi logikèc prĹxeic (sÔndesmoi, posdeÐktish) qarakthrÐzontai apì tètoiec sqèseic kai ìti oi <<logikoÐ nìmoi>> eÐnai apìrreia genikÿn jewrhtikÿn porismĹtwn gÔrw apì thn ènnoia thc prosĹrthshc. Genikÿtera, mia seirĹ apì fainomenikĹ eterìklhta apotelèsmata sta majhmatikĹ apoteloÔn ekfĹnseic autăc thc jemeliÿdouc katĹstashc.

JewroÔme ìti axÐzei na anaferjeÐ se autì to shmeÐo pwc se èna plaÐsio eurÔtero apì autì pou mac apasqoleÐ edÿ (autì thc jewrÐac twn kathgoriÿn) apantĹtai mia akìmh genikÿterh ènnoia <<prosĹrthshc>>. Mèsw autăc meletĹtai sunolikĹ h susqètish diaforetikÿn tÔpwn domăc sta majhmatikĹ, ă pÿc nèec majhmatikèc ènnoiec (qÿrou, posìthtac, domăc) ekphgĹzoun apì upĹrqousec. KĹpoioi ereunhtèc brÐskoun edÿ th sugkekrimènh majhmatikă èkfrash filosofikÿn jèsewn apì to pedÐo thc dialektikăc filosofÐac kai apì to èrgo tou HrĹkleitou kai tou Hegel eidikÿtera.

50KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

3.1 Prosarthmènec apeikonÐseic

KatĹ thn opoiadăpote eisagwgă se jèmata gÔrw apì thn ènnoia tou sunìlou, majaÐnei kaneÐc gia tic diadikasÐec tou na paÐrnoume thn eÔjeÐa kai thn antÐstrofh eikìna enìc uposunìlou mèsw mÐac apeikìnishc. Sundèontai kĹpwc metaxÔ touc autèc oi diadikasÐec? Otan metĹ erqìmaste antimètwpoi me erwtămata tou eÐdouc <<ti isqÔei apì ta dÔo, f^{−1}(f[A]) ⊆ A ă f[f^{−1}(B)] ⊆ B>>, upĹrqei trìpoc na èqoume xekajarismènh thn apĹnthsh mÐa kai kală? H apĹnthsh pernĹei mèsa apì thn ènnoia thc prosĹrthshc.

Estw (P, ≤_P ), (Q, ≤_Q) dÔo diatetagmèna sÔnola kai f : P ⇄ Q : g èna zeÔgoc apeikonÐsewn pou diathroÔn th diĹtaxh metaxÔ autÿn. Lème ìti upĹrqei mia prosĹrthsh (ă suzugÐa - adjunction) metaxÔ autÿn, ă ìtio f eÐnai aristerĹ prosarthmènoc (aristerĹ suzugăc) tou g, kai o g dexiĹ prosarthmènoc (dexiĹ suzugăc) tou f kai to sumbolÐzoume me f ⊣ g an: Gia kĹje p ∈ P, q ∈ Q isqÔei f(p) ≤_Q q ανν p ≤_P g(q)

Erqìmenoi sto parapĹnw erÿthma, jumÐzoume ìti ìtan èqoume mia opoiadăpote sunĹrthsh f: X → Y anĹmesa se dÔo sÔnola orÐzontai oi sunartăseic fifieujeÐa eikìnaflfl f[−]: P (X) → P (Y ) kai fifiantÐstrofh eikìnaflfl f^{−1}: P (U) → P (Q) oi opoÐec diathroÔn th diĹtaxh (tou <<perièqesjai>>) anĹmesa sta dÔo dunamosÔnola. Estw tÿra ìti gia dÔo uposÔnola A ⊆ X kai B ⊆ Y isqÔei ìti f[A] ⊆ B. Tìte isqÔei kai A ⊆ f^{−1}(B). GiatÐ an x ∈ A tìte f(x) ∈ f[A], Ĺra kai f(x) ∈ B. To teleutaÐo shmaÐnei ìti A ⊆ f^{−1}(B) = {x ∈ X| f(x) ∈ B}. Antistrìfwc, èstw ìti A ⊆ f^{−1}(B). Tìte, an y ∈ f[A], dhladă an upĹrqei x ∈ A ÿste y = f(x), èqoume ìti autì to x anăkei sto f^{−1}(B). Dhladă eÐnai tètoio ÿste y = f(x) ∈ B. Ara isqÔei ìti f[A] ⊆ B. DeÐxame loipìn ìti h sunĹrthsh fifiantÐstrofh eikìnaflfl eÐnai dexiĹ prosarthmènh kai h fifieujeÐa eikìnaflfl aristerĹ prosarthmènh.

Ti mporoÔme na poÔme gia to Ĺllo erÿthma pou diatupÿsame? H sqèsh thc prosĹrthshc, thn opoÐa mìlic diapistÿsame, parèqei ousiastikĹ thn apĹnthsh se tètoia erwtămata

3.1.1 Prìtash. Estw f : P −→ Q, g : Q −→ P apeikonÐseic pou diathroÔn th diĹtaxh anĹmesa se dÔo merikÿc diatetagmèna Tìte ta parakĹtw eÐnai isodÔnama: i) f ⊣ g ii) Trigwnikèc anisìthtec: a) f ∘ g ≥_P id_P , b) f ∘ g ≤_Q id_Q

3.1. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC 51

Apìdeixh :

i) ⇒ ii) f(p) ≤_Q q , p ≤_P g(q) , ∀p ∈ P, ∀q ∈ Q a) gia f(p) = q èqoume:

f(p) ≤_Q f(p) p ≤_P (g ∘ f)(p)

Ĺra prokÔptei ìti: id_P ≤_P g ∘ f

b) gia p = g(q) èqoume:

g(q) ≤_P g(q) (f ∘ g)(q) ≤_Q q

kai prokÔptei ìti: f ∘ g ≤_Q id_Q ii) ⇒ i)

• Estw f(p) ≤_Q q epeidă h g diathreÐ th diĹtaxh èqoume:

g(f(p)) ≤_P g(q) ⇒ (g ∘ f)(p) ≤_P g(q) ìmwc g ∘ f ≥_P id_P Ara èqoume: id_P (p) ≤_P (g ∘ f)(p) ≤_P g(q) dhl. p ≤_P g(q)

• Estw p ≤_P g(q) epeidă h f diathreÐ th diĹtaxh èqoume:

f(p) ≤_Q f(g(q)) ìmwc f ∘ g ≤_Q id_Q Ara: f(p) ≤_Q f(g(q)) ≤_Q id_Q(q) dhl. f(p) ≤_Q q ■ Autì èqei wc sunèpeia thn exăc aplă allĹ qrăsimh idiìthta twn prosartăsewn:

3.1.2 Pìrisma. Gia to zeÔgoc prosarthmènwn sunartăsewn g: X ⇆ Y : f, f ⊣ g, anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola isqÔei f ∘ g ∘ f = f, g ∘ f ∘ g = g

Apìdeixh: IsqÔoun lìgw thc Prìtashc 1 oi sqèseic f ∘ g ≤ id_X kai id_Y ≤ g ∘ f Ĺra, efarmìzontac tic g kai f antÐstoiqa, èqoume g ∘ f ∘ g ≤ g kai f ∘ g ∘ f ≤ f. Gia thn anisìthta g ≤ g ∘ f ∘ g, èqoume, lìgw prosĹrthshc ìti eÐnai isodÔnamh me thn f ∘ g ≤ f ∘ g, pou profanÿc isqÔei. OmoÐwc gia thn f ≤ f ∘ g ∘ f. ■

52KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

Endeiktikì thc kentrikăc jèshc thc ènnoiac thc prosĹrthshc eÐnai to gegonìc ìti me th boăjeiĹ thc mporoÔn na ekfrastoÔn pollèc (an ìqi ìlec!) ènnoiec thc jewrÐac twn diatetagmènwn sunìlwn. Gia parĹdeigma, èstw ìti jèloume na ekfrĹsoume to gegonìc ìti èna diatetagmèno sÔnolo X èqei suprema gia oikogèneiec stoiqeÐwn tou pou eÐnai parametrikopoihmènec apì èna sÔnolo deiktÿn I. JumÐzoume ìti, an jewrăsoume to I wc diatetagmèno sÔnolo me th diakritikă diĹtaxh, to sÔnolo twn sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh X^I eÐnai kai autì diatetagmèno (me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh). UpĹrqei mia sunĹrthsh Δ: X → X^I me thn exăc drĹsh:

Δ(x) = c_x, ìpou c_x(i) = x, ∀i ∈ I

Profanÿc aută h sunĹrthsh diathreÐ th diĹtaxh. Estw loipìn ìti h sunĹrthsh aută èqei aristerĹ prosarthmènh, ∇ ⊣ Δ. H ∇ ja antistoiqÐzei se mia sunĹrthsh f: X → X^I ètsi ÿste f ≤ Δ∇(f), lìgw thc parapĹnw prìtashc, dhladă ∀i ∈ I, f(i) ≤ ∇(f) kai epiplèon na plhroÔntai oi exăc logikèc isodunamÐec:

∇(f) ≤ x sto X

f ≤ Δ(x) = c_x sto X^I

∀i ∈ I f(i) ≤ x sto X.

En olÐgoic lème ìti to ∇(f) eÐnai Ĺnw frĹgma twn diafìrwn f(i) ki epiplèon, an to x eÐnai Ĺnw frĹgma twn f(i) tìte ∇(f) ≤ x. Ara to ∇(f) eÐnai aplÿc to supremum thc oikogèneiac {f(i)| i ∈ I}. EÐdame dhladă ìti to X èqei suprema gia oikogèneiec stoiqeÐwn tou pou eÐnai parametrikopoihmènec apì èna sÔnolo I an kai mìno an h sunĹrthsh Δ: X → X^I èqei aristerĹ prosarthmènh. DuðkĹ, tètoiec oikogèneiec stoiqeÐwn èqoun infimum an h sunĹrthsh Δ èqei dexiĹ prosarthmènh. Ena diatetagmèno sÔnolo de eÐnai plărec diktuwtì an h Δ: X → X^I èqei prosarthmènh apeikìnish, gia kĹje sÔnolo I.

Ja doÔme parakĹtw èna shmantikì kritărio gia to pìte mia apeikìnish pou diathreÐ th diĹtaxh èqei aristerĹ ă dexiĹ prosarthmènh apeikìnish. Ja jèlame ìmwc na xèroume ìti se mÐa tètoia perÐptwsh h prosarthmènh apeikìnish prosdiorÐzetai monadikĹ.

3.1.3 Prìtash. H aristeră kai h dexiĹ prosartăseic ìtan upĹrqoun eÐnai monadikèc. Dhladă, i) an f ⊣ g kai f ⊣ g^′ tìte g = g^′ kai ii) an f ⊣ g kai f^′ ⊣ g tìte f^′ = f

Apìdeixh :

i) g ∘ f ≥_P id_P , g^′ ∘ f ≥_P id_P kai f ∘ g ≤_Q id_Q , f ∘ g^′ ≤_Q id_Q g = id_P ∘ g ≤ (g^′ ∘ f) ∘ g = g^′ ∘ (f ∘ g) ≤ g^′ ∘ id_Q = g^′ ⇒ g ≤ g^′ g^′ = id_P ∘ g^′ ≤ (g ∘ f) ∘ g^′ = g ∘ (f ∘ g^′) ≤ g ∘ id_Q = g ⇒ g^′ ≤ g } ⇒ Apo tic dÔo autèc sqèseic prokÔptei oti g = g^′ ii) OmoÐwc. ■

Na doÔme epÐshc edÿ mia aplă allĹ shmantikă, apì jewrhtikă Ĺpoyh, idiìthta twn prosarthmènwn apeikonÐsewn

3.1.4 Prìtash. (Oi prosarthmènec apeikonÐseic suntÐjentai) An gia ta zeÔgh sunartăsewn pou diathroÔn th diĹtaxh g: X ⇆ Y : f, k: Y ⇆ Z: h isqÔei ìti f ⊣ g, h ⊣ k, tìte isqÔei kai f ∘ h ⊣ k ∘ g.

Apìdeixh: Gia opoiadăpote x ∈ X, z ∈ Z èqoume

(f ∘ h)(x) ≤ z

h(x) ≤ g(z)

x ≤ (k ∘ g)(z). ■

Ja exetĹsoume parakĹtw ènan endiafèronta trìpo me ton opoÐo qrhsimopoioÔntai se sunduasmì h monadikìthta twn prosarthmènwn apeikonÐsewn kai to gegonìc ìti tètoiec apeikonÐseic suntÐjentai.

Sqìlio: Sthn eisagwgă se autì to kefĹlaio anaferjăkame sthn sqèsh prosĹrthshc, thn ofeilìmenh ston E. Galois, pou sundèei ta diatetagmèna sÔnola twn upoomĹdwn miac sugkekrimènhc omĹdac, apì th mia pleurĹ, kai twn epektĹsewn enìc sÿmatoc, apì thn Ĺllh. EkeÐ oi dÔo apeikonÐseic pou emfanÐzontai antistrèfoun th diĹtaxh. Einai, gi autì to lìgo istorikĹ arketĹ isqură h tĹsh sth bibliografÐa na anafèretai kaneÐc se antistoiqÐec Galois (Galois correspondances) gia na perigrĹyei ousiastikĹ thn Ðdia ènnoia, susqetÐzontac ìmwc èna diatetagmèno sÔnolo me to duðkì enìc Ĺllou.

3.2 To jeÿrhma prosarthmènhc apeikìnishc

Apì th stigmă pou èqei entopisjeÐ kai analujeÐ jewrhtikĹ h ènnoia twn prosarthmènwn apeikonÐsewn mporeÐ kaneÐc na qrhsimopoieÐ tic genikèc idiìthtèc touc se mia plhjÿra diaforetikÿn katastĹsewn ìpou emfanÐzontai,

54KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

epiqeirh- matologìntac me trìpo komyì kai sunoptikì gia ìla autĹ ta diaforetikĹ fainìmena. H kÔria idiìthta twn prosarthmènwn apeikonÐsewn pou sunantĹ kaneÐc se diĹfora kommĹtia twn majhmatikÿn dÐnetai apì thn parakĹtw:

3.2.1 Prìtash. Mia aristerĹ prosarthmènh apeikìnish diathreÐ suprema. DuðkĹ, mia dexiĹ prosarthmènh apeikìnish diathreÐ infima.

Apìdeixh Estw f : P ⇄ Q : g èna zeugĹri prosarthmènwn apeikonÐsewn kai ìti to supremum ⋁ i∈I x_i upĹrqei sto P . AfoÔ h f diathreÐ th diĹtaxh, arkeÐ na deÐxoume ìti f( ⋁ i∈I x_i) ≤ ⋁ i∈I f(x_i)

Omwc isqÔei ìti, gia kĹje i ∈ I, f(x_i) ≤ ⋁ i∈I f(x_i). Lìgw thc prosĹrthshc èqoume ìti isodÔnama, gia kĹje i ∈ I, x_i ≤ g( ⋁ i∈I f(x_i)). Autì shmaÐnei ìti ⋁ i∈I x_i ≤ g( ⋁ i∈I f(x_i)), opìte, qrhsimopoiÿntac Ĺllh mia forĹ th sqèsh thc prosĹrthshc èqoume to zhtoÔmeno. ■

Prokeimènou gia plărh diktuwtĹ h idiìthta pou diatupÿsame sthn prìtash eÐnai kai ikană gia thn Ôparxh prosathmènhc apeikìnishc (h opoÐa, ìpwc sqoliĹsame nwrÐtera, ja eÐnai monadikĹ prosdiorismènh)

3.2.2 Jeÿrhma. (Jeÿrhma Prosarthmènhc Apeikìnishc) Estw f: P → Q mia apeikìnish pou diathreÐ suprema (Ĺra kai th diĹtaxh) anĹmesa se dÔo plărh diaktuwtĹ. Tìte upĹrqei mia dexiĹ prosarthmènh apeikìnish thc f.

Apìdeixh: OrÐzoume g: Q → P wc exăc:

g(y) = ⋁ {x ∈ X| f(x) ≤ y}

H g diathreÐ th diĹtaxh: An y_1 ≤ y_2 kai to x eÐnai tètoio ÿste f(x) ≤ y_1 tìte f(x) ≤ y_2. Ara {x ∈ X| f(x) ≤ y_1} ⊆ {x ∈ X| f(x) ≤ y_2}, opìte kai

g(y_1) = ⋁ {x ∈ X| f(x) ≤ y_1} ≤ ⋁ {x ∈ X| f(x) ≤ y_1} = g(y_2)

ParathroÔme tÿra ìti an f(x) ≤ y tìte èpetai ìti x ≤ g(Y ) giatÐ to x anăkei sto sÔnolo, to supremum tou opoÐou apoteleÐ thn timă thc g sto y.

Omwc isqÔei kai to antÐstrofo. Estw x ≤ g(y) = ⋁ {x ∈ X| f(x) ≤ y}.

Tìte, afoÔ h f diathreÐ suprema eÐnai f(x) ≤ f( ⋁ {x^′ ∈ X| f(x^′) ≤ y}) = ⋁ {f(x^′) ∈ Y | f(x^′) ≤ y} ≤ y

pou apodeiknÔei to zhtoÔmeno. ■

Etsi sto dunamosÔnolo enìc sunìlou X mporoÔme na jewrăsoume thn prĹxh thc tomăc me èna sugkekrimèno uposÔnolo A ⊆ X, A∩−, wc mia apeikìnish P (X) → P (X) pou diathreÐ th diĹtaxh. Entelÿc stoiqeiwdÿc diapistÿnei kaneÐc ìti A ∩ ⋃ i∈I B_i = ⋃ i∈I (A ∩ B_i),

pou shmaÐnei ìti h prĹxh thc tomăc diathreÐ suprema. Ara, apì to jeÿrhma, epidèqetai dexiĹ prosarthmènh apeikìnish. H apìdeixh tou jewrămatoc mac lèei ìti h apeikìnish aută èqei th morfă

A_∗(B) = ⋃ {T ⊆ X| B ∩ T ⊆ A}

ParathroÔme ìti to teleutaÐo sÔnolo isoÔtai me to

A ⇒ B = {x ∈ X| x ∈ A ⇒ x ∈ B},

dhladă me to uposÔnolo ekeÐno tou X pou fifiermhneÔeiflfl thn prĹxh thc sunepagwgăc (sto mètro pou h tomă ermhneÔei th logikă prĹxh thc sÔzeuxhc mèsa sthn Ĺlgbera Boole tou dunamosunìlou). Lème gi’ autìn to lìgo sunăjwc ìti h sÔzeuxh eÐnai aristerĹ prosarthmènh thc sunepagwgăc.

EpÐshc sto parĹdeigma thc sunĹrthshc fifiantÐstrofh eikìnaflfl pou epĹgetai apì mia sunĹrthsh f: X → Y èqoume ìti f^{−1}( ⋃ i A_i) = ⋃ i f^{−1}(A_i), Ĺra h f^{−1}: P (Y ) → P (X), efìson diathreÐ suprema, èqei dexiĹ prosarthmènh apeikìnish (pèran thc aristerĹ prosarthmènhc fifieujeÐac eikìnacflfl pou ădh èqoume dei). Pÿc akribÿc dra kai poiĹ h logikă shmasÐa autăc thc apeikìnishc eÐnai kĹti pou ja exetĹsoume parakĹtw.

56KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

3.3 Heyting Algebrec

Ac jumhjoÔme edÿ thn ènnoia tou topologikoÔ qÿrou: EÐnai èna sÔnolo X mazÐ me mia sullogă O(X) uposunìlwn tou (dhladă èna uposÔnolo tou P (X)), ta opoÐa onomĹzoume anoiktĹ uposÔnola, kai pou eÐnai kleistă wc proc (ìlec) tic enÿseic uposunìlwn kajÿc kai wc proc tic peperasmènec tomèc (eidikÿtera to X kai to kenì sÔnolo anăkoun sth sullogă). O orismìc autìc lèei ìti, metaxÔ Ĺllwn, to sÔnolo O(X) wc proc th diĹtaxh tou <<perièqesjai>> èqei ìla ta suprema, pou dÐnontai apì thn prĹxh thc ènwshc, Ĺra eÐnai plărec diktuwtì. EpÐshc shmaÐnei ìti ta peperasmèna infima dÐnontai apì thn prĹxh thc tomăc. Opwc ìmwc eÐpame kai parapĹnw, gia opoiadăpote oikogèneia {V_i| i ∈ I} anoiktÿn uposunìlwn kai anoiktì uposÔnolo U isqÔei

U ∩ ( ⋃ i V_i) = ⋃ i (U ∩ V_i)

Ara, gia kĹje U ∈ O(X) h apeikìnish U ∩ −: O(X) → O(X) èqei dexiĹ prosarthmènh, thn opoÐa ja sumbolÐzoume kai edÿ me U ⇒ −. Omwc, se antidiastolă me to dunamosÔnolo P (X) to opoÐo eÐnai Ĺlgbera Boole, to O(X) spaniÿtata eÐnai tètoia. (KĹti tètoio ja sămaine ìti, gia kĹje anoiktì sÔnolo,to sumplărwmĹ tou ja ătan epÐshc anoiktì.) ParolautĹ pĹra pollèc apì tic idiìthtec pou aforoÔn sth sunepagwgă ă thn Ĺrnhsh (sumplărwma) se mia Ĺlgebra Boole exakoloujoÔn na isqÔoun kai gia to O(X). Opwc ja diapistÿsoume oi idiìthtec autèc isqÔoun ousiastikĹ ex aitÐac thc sqèshc prosĹrthshc anĹmesa sthn prĹxh thc tomăc (tou infimum) kai thn prĹxh thc sunepagwgăc. ProqwroÔme loipìn ston parakĹtw tupikì orismì:

Mia Heyting Ĺlgebra eÐnai èna diktuwtì P , to opoÐo èqei thn idiìthta, gia kĹje x ∈ P , h apeikìnish x ∧ (−) : P −→ P èqei dexiĹ prosarthmènh apeikìnish (thn opoÐa thn sumbolÐzoume me x → (−)). OnomĹzoume yeudosumplărwma enìc stoiqeÐou x ∈ P to stoiqeÐo x → 0, to sumbolÐzoume de me ¬x.

Paratărhsh: Apì thn prosĹrthsh x ∧ (−) ⊣ x → (−) prokÔptei ìti x ∧ ¬x = 0. ParolautĹ den isqÔei genikĹ ìti x ∨ ¬x = 1, dhladă to ¬x den eÐnai to sumplărwma me thn ènnoia thc Ĺlgebrac Boole. Ac doÔme èna sugkekrimèno antiparĹdeigma gi’ autì to fainìmeno. Estw ìti X = {x, y} kai O(X) = {∅, {x}, X}. Diapistÿnoume ìti

¬{x} = ⋃ {V ∈ O(X)| V ∩ {x} ⊆ ∅} = ∅

ap’ ìpou eÐnai fanerì ìti {x} ∪ ¬{x} ≠ X.

Epomènwc kĹje plărec epimeristikì diktuwtì (ă plaÐsio), ìpwc orÐsthke sto prohgoÔmeno kefĹlaio eÐnai mia Heyting Ĺlgebra. EpÐshc kĹje Ĺlgebra Boole eÐnai kai Heyting Ĺlgebra (Askhsh 3, parakĹtw). Ac doÔme merikèc apìtic idiìthtec thc Ĺlgebrac Boole pou exakoloujoÔn na isqÔoun sto parìn genikÿtero plaÐsio

3.3.1 Prìtash. Se mia opoiadăpote Heyting Ĺlgebra isqÔoun:

(i) An x ≤ y tìte ¬y ≤ ¬x, dhladă h apeikìnish ¬: P → P antistrèfei th diĹtaxh.

(ii) ¬ ⊣ ¬: P^{op} → P

(iii) x ≤ ¬¬x

(iv) ¬x = ¬¬¬x

(v) ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y

Apìdeixh: (i) Jèloume na deÐxoume ìti y → 0 ≤ x → 0. Lìgw thc prosĹrthshc autì eÐnai isodÔnamo me to na deÐxoume ìti x ∧ (y → 0) ≤ 0. Omwc y ∧ (y → 0) ≤ 0, lìgw thc Prìtashc 3.1.1 (i, b). AfoÔ x ≤ y, èpetai kai ìti x ∧ (y → 0) ≤ 0.

(ii) EnnooÔme, kat’ arqĹc, edÿ ìti h apeikìnish (−) → 0, h opoÐa diathreÐ th diĹtaxh wc apeikìnish apì to duðkì tou P sto P , èqei ton eautì thc wc prosarthmènh apeikìnish (lème se autăn thn perÐptwsh ìti eÐnai autosuzugăc). Ex orismoÔ autì shmaÐnei ìti

x → 0 ≤ y sto P^{op} an kai mìno an x ≤ y → 0 sto P

IsodÔnama

y ≤ x → 0 sto P an kai mìno an x ≤ y → 0 sto P.

Apì th basikă sqèsh prosĹrthshc ìmwc se mia Heyting Ĺlgebra, kĹje mia apì tic anisìthtec pou kaloÔmaste na deÐxoume ìti eÐnai isodÔnamec eÐnai isodÔnamh me thn x ∧ y ≤ 0. Etsi prokÔptei to zhtoÔmeno.

(iii) Dedomènhc tÿra thc prosĹrthshc tou (ii), o parÿn isqurismìc eÐnai eidikă perÐptwsh thc Prìtashc 3.1.1 (i, a).

(iv) XanĹ, lìgw thc prosĹrthshc tou (ii), to parìn eÐnai sunèpeia tou PorÐsmatoc 3.1.2.

(v) H apeikìnish ¬: P^{op} → P , wc èqousa aristerĹ prosarthmènh, stèlnei infima tou P^{op} se infima tou P . H, alliÿc, stèlnei suprema tou P se infima tou P . Dhladă, ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y. ■.

58KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

Paratărhsh: Se mia Heyting Ĺlgebra pou den eÐnai Ĺlgebra Boole anisìthta tou (iii) den antistrèfetai. TounantÐon apodeiknÔetai ìti mia mia Heyting Ĺlgebra pou ikanopoieÐ, gia kĹje stoiqeÐo thc x, ¬¬x = x, eÐnai Ĺlgebra Boole (Askhsh , parakĹtw). EpÐshc eÔkola mpaÐnei kaneÐc ston peirasmì na isqurisjeÐ ìti afoÔ h ¬: P^{op} → P èqei aristerĹ prosarthmèno ton eautì thc, tìte stèlnei infima tou P se infima tou P^{op}, isodÔnama se suprema tou P , Ĺra isqÔei kai o duðkìc nìmoc tou De Morgan, ¬(x∧y) = ¬x∨¬y. Autì ìmwc den eÐnai swstì. Autì pou sumbaÐnei edÿ eÐnai mĹllon to exăc: H ¬: P → P^{op} èqei dexiĹ prosarthmènh, Ĺra stèlnei suprema tou P se suprema tou P^{op}, Ĺra se infima tou P . XanabrÐskoume dhladă th sqèsh tou (v).

Sqìlio: Oi Heyting Ĺlgebrec katèqoun èna diplì rìlo sta majhmatikĹ: Apì th mia, tètoia domă èqei to sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou, ìpwc proanafèrame. Bèbaia to sÔnolo autì eÐnai plărec diktuwtì. Ja mporoÔse loipì kaneÐc edÿ na rwtăsei katĹ pìso ìlec oi plăreic Heyting Ĺlgebrec prokÔptoun wc sÔnola anoiktÿn uposunìlwn topologikÿn qÿrwn. To krÐsimo zăthma gia na apanthjeÐ èna tètoio erÿthma eÐnai na mporèsoume na perigrĹyoume ta shmeÐa tou topologikoÔ qÿrou me touc ìrouc thc domăc thc Heyting Ĺlgebrac. Ja antimetwpÐsoume to erÿthma autì sto epìmeno kefĹlaio. PĹntwc h melèth thc genikăc topologÐac mporeÐ na wfelhjeÐ polÔ apì thn prosektikÿterh exètash twn Heyting algebrÿn upì autì to prÐsma. Ja mporoÔsame de na poÔme ìti mia tètoia exètash fèrnei sthn epifĹneia ton ektasiakì-gewmetrikì (extensional - geometric) qaraktăra twn Heyting algebrÿn.

Omwc oi Heyting Ĺlgebrec èqoun ki ènan Ĺllo qaraktăra, pou duðkĹ ja ton perigrĹfame wc entasiakì-logikì (intentional - logical). SÔmfwna me aută th deÔterh prosèggish oi Heyting Ĺlgebrec jewroÔntai san Ĺlgebrec protĹsewn thc logikăc. Wc tètoiec èqoun apotelèsei ton trìpo tupopoÐhshc enìc sugkekrimènou logikoÔ sustămatoc, autoÔ thc logikăc tou enoratismoÔ (intuitionistic logic). To teleutaÐo apoteleÐ mèroc mÐac sunolikÿterhc filosofÐac gia ta majhmatikĹ, ofeilìmenhc ston L. E. J. Brouwer (gi’ autì kammiĹ forĹ oi Heyting Ĺlgebrec anafèrontai kai wc Brouwerian lattices.) Autì pou mac aforĹ edÿ, kai antanaklĹtai sth domă thc Heyting Ĺlgebrac, eÐnai ìti sÔmfwna me autăn thn antÐlhyh thc majhmatikăc alăjeiac to kajestÿc thc prìtashc ϕ ∨ ¬ϕ den èqei dieujethjeÐ parĹ mìno mèsw miĹc sugkekrimènhc kataskeuăc èqoume epibebaiÿsei th ϕ ă thn ¬ϕ. Etsi sthn ϕ ∨ ¬ϕ den apodÐdetai h alhjotimă 1. Apì kei kai pèra h domă thc Heyting Ĺlgebrac antanaklĹ touc logikoÔc nìmouc tou sugkekrimènou sustămatoc akribÿc me ton Ðdio trìpo pou h Ĺlgebra Boole antanaklĹ touc nìmouc thc klasikăc logikăc. MajhmatikĹ autì ekfrĹzetai lègontac ìti h Ĺlgebra Lindenbaum tou protasiakoÔ logismoÔ autoÔ tou sustămatoc eÐnai h eleÔjerh Heyting Ĺlgebra pĹnw s’ èna sÔnolo protasiakÿn metablhtÿn. Autì shmaÐnei ìti ikanopoieÐ tic tautìthtec ekeÐnec akribÿc pou alhjeÔoun se ìlec tic Heyting Ĺlgebrec. Mia akìma tètoia, gia empèdwsh tou trìpou pou douleÔoume stic Heyting Ĺlgebrec, apodeiknÔoume amèswc parakĹtw. Na kleÐsoume ìmwc autì to sqìlio anafèrontac ìti oi dÔo trìpoi jèashc twn Heyting algebrÿn den eÐnai anexĹrthtoi o ènac tou Ĺllou. Sugkekrimèna, to zăthma tou katĹ pìso mia plărhc Heyting Ĺlgebra prokÔptei wc sÔnolo anoiktÿn uposunìlwn topologikoÔ qÿrou eÐnai, se adrèc grammèc, allhlèndeto me autì thc logikăc plhrìthtac logikÿn susthmĹtwn.

3.3.2 Prìtash. Se mia Heyting Ĺlgebra isqÔei ¬¬(x ∧ y) = ¬¬x ∧ ¬¬y

Apìdeixh: H sunĹrthsh ¬¬ diathreÐ th diĹtaxh, Ĺra isqÔei h anisìthta ¬¬(x ∧ y) ≤ ¬¬x ∧ ¬¬y H antÐstrofh anisìthta ìmwc eÐnai isodÔnamh, katĹ seirĹ, me tic akìloujec anisìthtec ¬¬x ∧ ¬¬y ≤ ¬¬(x ∧ y) ¬¬x ∧ ¬¬y ∧ ¬(x ∧ y) ≤ 0 ¬¬x ∧ ¬(x ∧ y) ≤ ¬¬¬y ¬¬x ∧ ¬(x ∧ y) ≤ ¬y (lìgw thc (iv), parapĹnw) ¬¬x ∧ y ∧ ¬(x ∧ y) ≤ 0 y ∧ ¬(x ∧ y) ≤ ¬¬¬x x ∧ ¬(x ∧ y) ≤ ¬x (omoÐwc) x ∧ y ∧ ¬(x ∧ y) ≤ 0 H teleutaÐa ìmwc isqÔei, ìpwc parathrăsame metĹ ton orismì tou yeudosumplhrÿmatoc. ■

60KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

Ac epikentrÿsoume tÿra thn prosoqă mac sthn Heyting Ĺlgebra twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou. (H suzăthsh pou akoloujeÐ perilambĹnetai edÿ kurÐwc qĹrh sth mejodologikă shmasÐa tou epiqeirămatoc pou fèrnoume kajÿc kai wc èndeixh thc allhlosusqètishc tou topologikoÔ kai tou logikoÔ qaraktăra twn Heyting algebrÿn.)

Estw loipìn f: X → Y mia suneqăc apeikìnish anĹmesa se topologikoÔc qÿrouc (jumÐzoume ìti topologikĹ h sunèqeia orÐzetai mèsa apì th sunjăkh ìti h antÐstrofh eikìna enìc anoiktoÔ uposunìlou eÐnai anoiktì uposÔnolo). O orismìc thc sunèqeiac mac exasfalÐzei ìti h sunĹrthsh <ĄntÐstrofh eikìna>> anĹmesa sta dunamosÔnola twn Y , X periorÐzetai se mia sunĹrthsh (pou diathreÐ, fusikĹ, th diĹtaxh) anĹmesa stic Heyting Ĺlgebrec twn anoiktÿn uposunìlwn:

f^{−1}: O(Y ) → O(X)

Gia aută thn apeikìnish tÿra mporoÔme na rwtăsoume mia seirĹ apì erwtămata, ìpwc an diathreÐ suprema, infima ă kai ìlh th domă thc Heyting Ĺlgebrac, an dhladă diathreÐ kai thn prĹxh thc sunepagwgăc. EÐnai entelÿc stoiqeiÿdec na doÔme ìti f^{−1}( ⋃ i U_i) = ⋃ i f^{−1}(U_i), dhladă ìti h f^{−1} diathreÐ suprema (Ĺra, isodÔnama, èqei dexiĹ prosarthmènh apeikìnish). To Ðdio eÔkola diapistÿnoume kai ìti f^{−1}(U ∩ V ) = f^{−1}(U) ∩ f^{−1}(V ), Ĺra ìti h f^{−1} diathreÐ kai peperasmèna infima. De mporoÔme na poÔme ìmwc ìti diathreÐ ìla ta infima. Molonìti h f^{−1} diathreÐ ìlec tic tomèc uposunìlwn (mia aitiolìghsh autoÔ eÐnai ìti se epÐpedo dunamosunìlwn dèqetai thn sunĹrthsh fifieujeÐa eikìnaflfl wc aristerĹ prosarthmènh), autèc oi tomèc de sumpÐptoun genikĹ me to infimum sth Heyting Ĺlgebra twn anoiktÿn, ìpwc eÐdame. Paramènoun loipìn ta erwtămata: pìte h f^{−1} diathreÐ ìla ta infima? pìte diathreÐ thn prĹxh thc sunepagwgăc? Oi apantăseic sta dÔo autĹ erwtămata sqetÐzontai. Kat’ arqĹc, an diathroÔntai ìla ta infima h f^{−1} ja èqei aristerĹ prosarthmènh apeikìnish, h opoÐa lìgw thc monadikìthtac twn prosarthmènwn apeikonÐsewn ja tautÐzetai me th sunĹrthsh <áujeÐa eikìna>>. Ja èqoume dhladă ìti h eikìna mèsw thc f enìc anoiktoÔ uposunìlou ja eÐnai anoiktì. Lème se autăn thn perÐptwsh ìti h f eÐnai anoiktă apeikìnish. Ac exetĹsoume tÿra th diatărhsh thc sunepagwgăc. Jèloume na isqÔei

f^{−1}(U ⇒ W ) = f^{−1}(U) ⇒ f^{−1}(W )

Autì mporoÔme na to ekfrĹsoume kai wc exăc: Jèloume to parakĹtw diĹgramma diatetagmènwn sunìlwn kai apeikonÐsewn pou diathroÔn th diĹtaxh na antimetatÐjetai.

O(X)^{f −1}−→ O(Y )

f^{−1}(U)⇒− U⇒− O(X)^{f −1}−→ O(Y ) KĹti tètoio ja sunèbaine an oi aristerĹ prosarthmènec apeikonÐseic tou kĹje drìmou tou diagrĹmmatoc (me thn proupìjesh ìti upĹrqoun) sunèpeiptan. Omwc efìson h f^{−1} èqei aristerĹ prosarthmènh apeikìnish autèc oi aristerĹ prosarthmènec apeikonÐseic upĹrqoun. Gia thn akrÐbeia f[−] ⊣ f^{−1}, U ∩ − ⊣ U ⇒ −, f^{−1}(U) ∩ − ⊣ f^{−1}(U) ⇒ −, ki epeidă oi prosarthmènh apeikìnish thc sÔnjeshc eÐnai h sÔnjesh twn prosartăsewn, arkeÐ na antimetatÐjetai to diĹgramma

O(X)^{f[−]}←− O(Y )

f^{−1}(U)∩− U∩− O(X)^{f[−]}←− O(Y )

arkeÐ dhladă na isqÔei ìti f[f^{−1}(U) ∩ W ] = U ∩ f[W ], tì opoÐo eÔkola diapistÿnoume ìti isqÔei. GiatÐ an y ∈ f[f^{−1}(U) ∩ W ] autì shmaÐnei ìti y = f(x), ìpou x ∈ f^{−1}(U) kai x ∈ W . Ara f(x) ∈ U kai f(x) ∈ f[W ], opìte y = f(x) ∈ U ∩ f[W ]. O egkleismìc uposunìlwn sthn antÐjeth kateÔjunsh isqÔei epÐshc gia genikoÔc lìgouc (poioÐ eÐnai autoÐ?). DeÐxame loipìn ìti

3.3.3 Prìtash. An f: X → Y eÐnai mia anoiktă suneqăc sunĹrthsh metaxÔ dÔo topologikÿn qÿrwn tìte h apeikìnish f^{−1}: O(Y ) → O(X) eÐnai mia sunĹrthsh metaxÔ Heyting algebrÿn pou diathreÐ th sunepagwgă.

KleÐnoume autăn thn enìthta me mia anaforĹ se kĹpoiec paremferÿc orizìmenec Ĺlgebrec me idiaÐterh jèsh sth logikă. Sugkekrimèna upĹrqei mia seirĹ apì tupikĹ sustămata (to kajèna me th dikă tou barÔthta kai qrhsimìthta) pou empÐptoun sth genikÿterh problhmatikă gÔrw apì th logikă twn asafÿn susthmĹtwn. Ekei sunăjwc èqei kaneÐc mia qalarÿterh ermhneÐa tou logikoÔ sundèsmou fifikaiflfl, h ìpoia èrqetai na kalÔyei ta parĹdoxa pou mporoÔn na prokÔyoun gÔrw apìepanalhptikèc diadikasÐec. Etsi to fifikaiflfl ermeneÔetai se autĹ ta sustămata apì mia mh - tautodÔnamh prĹxh.

Estw (L, ≤, ∨, 0) èna Ĺnw - hmidiktuwtì. Lème ìti eÐnai ℓ− monoeidèc an eÐnai efodiasmèno me mia epiplèon dimelă prĹxh ⊙ : L × L −→ L , gia thn opoÐa isqÔoun

(i) (∀x, y, z ∈ L)[x ⊙ (y ⊙ z) = (x ⊙ y) ⊙ z]

62KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

(ii) (∀x ∈ L)[x ⊙ 1 = x = 1 ⊙ x]

AnaforikĹ me autì to fifikaiflfl epijumoÔme ìmwc na orÐsoume mia prĹxh sunepagwgăc. H empeirÐa gÔrw apì autĹ ta sustămata èqei deÐxei ìti epijumeÐ kaneÐc na diathrăsei akribÿc th sqèsh prosĹrthshc anĹmesa sto fifikaiflfl kai sto fifisunepĹgetaiflfl

DÐnei loipìn kaneÐc ton orismì tou antimetajetikoÔ ℓ− monoeidoÔc me fifiupìloipaflfl (residuated ℓ − monoid ): Lème oti h domă (L, ≤, ⊙, 1, ∨, 0) eÐnai antimetajetikì ℓ− monoeidèc me fifiupìloipaflfl ann h prĹxh ⊙ eÐnai antimetajetikă kai epiplèon ìla ta

F_a ≡ a ⊙ (−) : L −→ L x → a ⊙ x

dèqontai prosĹrthsh dhl. upĹrqoun

G_a ≡ a =⊙=> (−) : L −→ L x → (a =⊙=> x)

Opou a =⊙=> x := ⋁ {y / a ⊙ y = x}

Etsi èqoume:

F_a(x) ≤ b ανν x ≤ G_a(b) a ⊙ x ≤ b ανν x ≤ (a =⊙=> b) } (∀a ∈ L)[F_a ⊣ G_a]

ProkÔptei, wc sunèpeia thc sqèshc prosĹrthshc, ìti èna ℓ− monoeidèc me fifiupìloipaflfl plhreÐ ton epimeristikì nìmo

x ⊙ (y ∨ z) = x ⊙ y ∨ x ⊙ z.

3.4 Oi posodeÐktec wc prosarthmènec apeikonÐseic

ExetĹzoume edÿ mia eidikă perÐptwsh thc prosĹrthshc f[−] ⊣ f^{−1} pou epĹgetai metaxÔ twn dunamosunìlwn dÔo sunìlwn apì mia sunĹrthsh f: X → Y . JewroÔme loipìn th sunĹrthsh probolă π: X × Y → X. H sunĹrthsh

π^{−1}: P (X) → P (X × Y )

èqoume dei ìti èqei aristerĹ prosarthmènh thn apeikìnish

π[−]: P (X × Y ) → P (X)

3.4. OI POSODE§IKTEC WC PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC 63

Ac skeftoÔme thn paroÔsa katĹstash kĹpwc perissìtero me ìrouc logikăc. Gia thn akrÐbeia, ac skeftìmaste ta uposÔnola enìc sunìlou wc kathgorămata (idiìthtec). Otan prìkeitai gia ta uposÔnola tou X ac ta skeftìmaste wc kathgorămata mÐac metablhtăc (kai grĹfoume ta uposÔnola wc thn fifièktashflfl enìc kathgorămatoc, dhladă ‖ϕ(x)‖ = {x ∈ X| ϕ(x)}) enÿ ìtan prìkeitai gia uposÔnola tou X × Y wc kathgorămata dÔo metablhtÿn (kai grĹfoume ‖ψ(x, y)‖ = {(x, y) ∈ X × Y | ψ(x, y)}). JewroÔme ìti mporoÔme na èqoume sth glÿssa thc logikăc metablhtèc diaforetikÿn eidÿn (p.q tou eÐdouc Q, ă tou eÐdouc Y , ă tou eÐdouc X × Y ) kajÿc kai ìti h sunĹrthsh probolăc π ermhneÔei kĹpoio sunarthsiakì sÔmbolo thc glÿssac.

An loipìn jewrăsoume to ‖ψ(x, y)‖ = {(x, y) ∈ X ×Y | ψ(x, y)} ⊆ X ×Y , h drĹsh thc aristerĹ prosarthmènhc apeikìnishc eÐnai

π[‖ψ(x, y)‖] = {w ∈ X| w = π(x, y), (x, y) ∈ ‖ψ(x, y)‖} = {x ∈ X| ∃y ψ(x, y)},

dhladă π[‖ψ(x, y)‖] eÐnai to sÔnolo pou antistoiqeÐ sto kathgìrhma ∃y ψ(x, y). EÐnai epomènwc eÔlogo na sumbolÐzoume autăn thn aristerĹ prosarthmènh apeikìnish wc ∃: P (X × Y ) → P (X). Apì thn Ĺllh pleurĹ, h sunĹrthsh π^{−1} ìtan dra sto sÔnolo ‖ϕ(x)‖ dÐnei

π^{−1}(‖ϕ(x)‖) = {(x, y)| π(x, y) ∈ ‖ϕ(x)‖} = {(x, y)| ϕ(π(x, y))} = ‖ϕ(π(x, y))‖

Me to teleutaÐo sÔmbolo ennooÔme thn èktash tou kathgorămatoc ϕ(π(x, y)), dhladă tou kathgorămatoc pou prokÔptei me thn antikatĹstash tou ìrou π(x, y) gia th metablhtă x sto ϕ. MporoÔme loipìn na sunoyÐsoume to parapĹnw sth diatÔpwsh: h uparxiakă posodeÐktish, wc logikă prĹxh, eÐnai mia apeikìnish aristerĹ prosarthmènh sthn prĹxh thc antikatĹstashc.

OmoÐwc mporoÔme na antimetwpÐsoume kai th dexiĹ prosarthmènh apeikìnish thc π^{−1}. An, gia lìgouc summetrÐac, parakinhjoÔme na orÐsoume autăn th dexiĹ prosarthmènh apeikìnish wc

∀: P (X × Y ) → P (X)

64KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

‖ψ(x, y)‖ → {x ∈ X| ∀y ψ(x, y)}

ja doÔme ìti o orismìc eÐnai prĹgmati o swstìc:

π^{−1}(‖ϕ(x)‖) ⊆ ‖ψ(x, y)‖

{(x, y)| ϕ(π(x, y))} ⊆ {(x, y) ∈ X × Y | ψ(x, y)}

{x ∈ X| ϕ(x)} ⊆ {x ∈ X| ∀y ψ(x, y)}

‖ϕ(x)‖ ⊆ ‖∀ψ(x, y)‖

(O anagnÿsthc ac elègxei prosektikĹ touc lìgouc gia touc opoÐouc èqoume thn isodunamÐa anĹmesa sth deÔterh kai thn trÐth grammă, parapĹnw.) SunoyÐzoume loipìn ki edÿ me th diatÔpwsh: h kajolikă posodeÐktish, wc logikă prĹxh, eÐnai mia apeikìnish dexiĹ prosarthmènh sthn prĹxh thc antikatĹstashc.

Opwc loipìn me to formalismì twn Heyting algebrÿn mporoÔme me algebrikì trìpo na diapistÿnoume thn egkurìthta twn logikÿn nìmwn, sta plaÐsia thc protasiakăc logikăc tou enorarismoÔ, ètsi mporoÔme me th boăjeia twn parapĹnw na elègqoume thn egkurìthta twn logikÿn nìmwn thc kathgorhmatikăc logikăc, sta plaÐsia tou Ðdiou sustămatoc. Etsi, gia parĹdeigma, isqÔoun oi nìmoi

∃x(ϕ(x) ∨ ψ(x)) ↔ ∃xϕ(x) ∨ ∃xψ(x), ∀x(ϕ(x) ∧ ψ(x)) ↔ ∀xϕ(x) ∧ ∀xψ(x)

wc aplă sunèpeia tou gegonìtoc ìti oi aristerĹ prosarthmènec apeikonÐseic diathroÔn suprema kai oi dexiĹ prosarthmènec infima, antÐstoiqa.

Sqìlio: Sthn enìthta aută upărxame skìpima kĹpwc asafeÐc gÔrw apì orismèna jèmata. Den jelăsame na poÔme rhtĹ poiì eÐnai to eÐdoc thc domăc pou antistoiqeÐ sto sÔsthma tou kathgorhmatikoÔ logismoÔ (eÐte sta plaÐsia thc logikăc tou enoratismoÔ eÐte sthn klasikă logikă). Jelăsame, mĹllon, na upodeÐxoume ìti h ènnoia thc prosĹrthshc upeisèrqetai wc basikì mèroc autăc thc domăc. H plărhc apĹnthsh stoerÿthma poiĹ eÐnai telikĹ aută h domă mporeÐ na apanthjeÐ mìno sto plaÐsio thc jewrÐac twn kathgoriÿn.

3.5 Askăseic

1. Estw ìti g: Y ⇆ X: f, f ⊣ g eÐnai prosarthmènec apeikonÐseic anĹmesa se diatetagmèna sÔnola. Tìte ta sÔnola Y_0 = {y ∈ Y | f(g(y)) = y} kai X_0 = {x ∈ X| g(f(x)) = x} eÐnai isìmorfa, mèsw twn periorismÿn g_0 = g|_{Y0} kai f_0 = f|_{X0} sta Y_0 kai X_0, antÐstoiqa.

2. Qrhsimopoiăste thn èkfrash tou supremum wc aristerĹ prosarthmènhc apeikìnishc gia na deÐxete ìti, an èqoume mia diplĹ parametrikopoihmènh oikogèneia stoiqeÐwn enìc diatetagmènou sunìlou X, {x_{i,j}| i ∈ I, j ∈ J}, tìte ⋁ i ⋁ j x_{i,j} = ⋁ j ⋁ i x_{i,j}

3. DeÐxte ìti kĹje Ĺlgebra Boole eÐnai kai Heyting Ĺlgebra, dhladă ìti an se mia Ĺlgebra Boole orÐsoume th sunepagwgă wc a → b = ¬a ∨ b, tìte a ∧ − ⊣ a → −.

4. DeÐxte ìti mia Heyting Ĺlgebra pou ikanopoieÐ, gia kĹje stoiqeÐo thc x, ¬¬x = x, eÐnai Ĺlgebra Boole

5. DeÐxte ìti an se mia Heyting Ĺlgebra to stoiqeÐo x èqei sumplărwma tìte autì eÐnai kat’ anĹgkh to x → 0.

6. DeÐxte ìti mia Heyting Ĺlgebra pou ikanopoieÐ, gia kĹje stoiqeÐo thc x, x ∨ ¬x = 1, eÐnai Ĺlgebra Boole

7. DeÐxte ìti mia se Heyting Ĺlgebra isqÔoun ta parakĹtw:

(i) An x ≤ y tìte y → z ≤ x → z, dhladă h apeikìnish (−) → z: P → P antistrèfei th diĹtaxh.

(ii) y ≤ x → y

(iii) x ∧ (x → y) = x ∧ y

(iv) x → x = 1

(v) y ∧ (x → y) = y

66KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

8. DeÐxte ìti mia se Heyting Ĺlgebra isqÔei ìti

¬x ∨ y ≤ x → y, ¬¬(x → y) = ¬¬x → ¬¬y

9. Exhgăste giatÐ, sta plaÐsia thc logikăc tou enoraismoÔ, isqÔei o logikìc nìmoc

∃x ¬ϕ(x) → ¬∀xϕ(x)

To Ðdio gia to nìmo

¬¬∀xϕ(x) → ∀x¬¬ϕ(x)

10. Estw ìti g: Y ⇆ X: f, f ⊣ g eÐnai prosarthmènec apeikonÐseic anĹmesa se dÔo plărh diktuwtĹ. DeÐxte ìti h g diathreÐ kateujunìmena suprema an kai mìno an h f diathreÐ peperasmèna stoiqeÐa, dhladă èqei thn idìthta ìti an x ∈ X eÐnai peprasmèno tìte kai f(x) ∈ Y eÐnai peperasmèno.

11. Estw ìti g: Y ⇆ X: f, f ⊣ g eÐnai prosarthmènec apeikonÐseic anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola. DeÐxte ìti h g eÐnai èna - proc - èna an kai mìno an isqÔei ìti f ∘ g = id_Y .

12. DeÐxte ìti mia se Heyting Ĺlgebra to sÔnolo twn stoiqeÐwn thc pou ikanopoioÔn th sqèsh ¬¬x = x apoteloÔn Ĺlgebra Boole. MporeÐ autì to sÔnolo na eÐnai kenì?

13. Estw ìti g: Y ⇆ X: f, f ⊣ g eÐnai prosarthmènec apeikonÐseic anĹmesa se dÔo diatetagmèna sÔnola. DeÐxte ìti an h g eÐnai èna - proc - èna kai to X eÐnai plărec diktuwtì, tìte kai to Y eÐnai plărec diktuwtì (Upìdeixh: Qrhsimopoiăste thn Askhsh 11.)

14. Estw P èna Ĺnw hmidiktuwtì. Ti shmaÐnei ìti h sunĹrthsh (pou diathreÐ th diĹtaxh)

↓(−): P → Idl(P )

èqei aristerĹ prosarthmènh?

15. (Sunjăkh Beck - Chevalley) DeÐxte ìti, gia kĹje sunĹrthsh f: Z → Y , to tetrĹgwno P (Z × Y )^{πY [−]}−→ P (Y ) (idZ ×f)^{−1} f^{−1} P (Z × X)^{πX [−]}−→ P (X) (ìpou (id_X × f)(z, x) = (z, f(x)) kai π_Y , π_X oi profaneÐc probolèc) antimetatÐjetai.

16. OrÐste thn prĹxh thc sunepagwgăc sto plărec epimeristikì diktuwtì Idl(D), ìpou D eÐnai epimeristikì diktuwtì. ApodeÐxte ìti h sunĹrthsh ↓ (−): D → Idl(D) th diathreÐ.

17. Estw f: H → H^′ mia sunĹrthsh anĹmesa se Heyting Ĺlgebrec pou diathreÐ suprema, infima kai th sunepagwgă. DeÐxte ìti tìte h sunĹrthsh fifiantÐstrofh eikìnaflfl f^{−1}: Idl(H^′) → Idl(H) ikanopoieÐ th sqèsh

f^{−1}(I ∩ f[J]) = f^{−1}(I) ∩ J, ìpou I ∈ Idl(H^′) kai J ∈ Idl(H).

68KEF§ALAIO 3. PROSARTHM§ENEC APEIKON§ISEIC. ALGEBREC HEYTING

KefĹlaio 4

ShmeÐa kai Plhrìthta

Eisagwgă Sto prohgoÔmeno kefĹlaio tèjhke to zăthma katĹ pìso h opoiadăpote plărhc Heyting Ĺlgebra mporeÐ na eidwjeÐ wc to sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou. XekinĹ dhladă kĹpoioc me èna plărec epimeristikì diktuwtì kai prospajeÐ na brei èna sÔnolo shmeÐwn ÿste to dojèn diktuwtì na eÐnai mia sullogă uposunìlwn autoÔ tou sunìlou shmeÐwn. Pÿc ja mporoÔsame apì èna tètoio plărec epimeristikì diktuwtì, kai mìno, na broÔme to zhtoÔmeno sÔnolo shmeÐwn? Ac fantastoÔme ìti èna tètoio sÔnolo X eÐqe brejeÐ. Tìte to kĹje shmeÐo x ∈ X ja prosdiorizìtan monosămanta apì mia suneqă sunĹrthsh ⌜x⌝: {⋆} → X, th sunĹrthsh dhladă pou sto monadikì stoiqeÐo enìc monosunìlou antistoiqÐzei to dojèn x ∈ X (mia tètoia sunĹrthsh eÐnai fusikĹ suneqăc). Omwc, eÐdame sto prohgoÔmeno kefĹlaio, mia suneqăc sunĹrthsh f: Y → X anĹmesa se topologikoÔc qÿrouc prosdiorÐzei mia apeikìnish f^{−1}[−]: O(X) → O(Y ) anĹmesa stic Heyting Ĺlgebrec twn anoiktÿn uposunìlwn, me thn idiìthta ìti diathreÐ ìla ta suprema kai peperasmèna infima. Bèbaia sthn prokeimènh perÐptwsh h Heyting Ĺlgebra twn anoiktÿn uposunìlwn tou monosunìlou apartÐzetai apì, ìla ki ìla, dÔo anoiktĹ uposÔnola, to kenì kai to monosÔnolo. Prìkeitai dhladă gia th Heyting Ĺlgebra {0, 1} (h opoÐa eÐnai fusikĹ Ĺlgbera Boole sth paroÔsa perÐptwsh). PaÐrnoume loipìn autăn thn paratărhsh wc afethrÐa thc anazăthsăc mac. RwtĹme dhladă katĹ pìso mia dojeÐsa plărhc Heyting Ĺlgebra A eÐnai isìmorfh me to sÔnolo twn anoiktÿn uposunìlwn gia mia topologÐa pĹnw sto sÔnolo twn sunartăsewn pou diathroÔn ìla ta suprema kai peperasmèna infima apì thn dojeÐsa Ĺlgbera sto sÔnolo 2 = {0, 1}.

4.1 OmomorfismoÐ kai fÐltra

H parapĹnw suzăthsh èdeixe ìti to antikeÐmeno thc anazăthsăc mac edÿ eÐnai oi sunartăseic diathroÔn ìla ta suprema kai peperasmèna infima me timèc sto 2. Ac epikentrÿsoume kat’ arqĹc thn prosoqă mac stic apeikonÐseic me timèc sto 2 = {0, 1}, oi opoÐec diathroÔn aplÿc ta peperasmèna suprema kai infima, dhladă stouc omomorfismoÔc diktuwtÿn me timèc sto 2.

4.1.1 Prìtash. UpĹrqei èna - proc - èna antistoiqÐa anĹmesa sta akìlouja dedomèna epÐ enìc epimeristikoÔ diktuwtoÔ D:

(i) OmomorfismoÐ diktuwtÿn φ: D → 2

(ii) Gnăsia fÐltra F tou D (dhladă 0 /∈ F ) pou èqoun thn idiìthta ìti an x ∨ y ∈ F tìte x ∈ F ă y ∈ F

(iii) Gnăsia ideÿdh I tou D (dhladă 1 /∈ I) pou èqoun thn idiìthta ìti an x ∧ y ∈ I tìte x ∈ I ă y ∈ I

Apìdeixh: DeÐqnoume prÿta thn antistoiqÐa metaxÔ twn dedomènwn (i) kai (ii). Dojèntoc enìc omomorfismoÔ φ: D → 2 orÐzoume to sÔnolo:

F_φ = {a ∈ D| φ(a) = 1}

To F_φ eÐnai fÐltro. GiatÐ, an a ∈ F_φ kai a ≤ b tìte φ(b) ≥ φ(a) = 1, Ĺra b ∈ F_φ, enÿ an a ∈ F_φ kai b ∈ F_φ tìte

φ(a ∧ b) = φ(a) ∧ φ(b) = 1

Ĺra a ∧ b ∈ F_φ. EpÐshc, an a ∨ b ∈ F_φ tìte 1 = φ(a ∨ b) = φ(a) ∨ φ(b) Ĺra φ(a) = 1 ă φ(b) = 1, dhladă, a ∈ F_φ ă b ∈ F_φ.

AntÐstrofa, dojèntoc enìc fÐltrou F me thn idiìthta tou (ii) orÐzoume th sunĹrthsh φ_F : D → 2 me

φ_F (a) = { 1, a ∈ F 0, a /∈ F

(4.1)

Jèloume na deÐxoume ìti o φ_F eÐnai omomorfismìc diktuwtÿn. Kat’ arqăn diathreÐ th diĹtaxh, giatÐ an a ≤ b kai φ_F (a) = 1 tìte a ∈ F Ĺra kai b ∈ F , opìte φ_F (b) = 1 (sthn perÐptwsh pou φ_F (a) = 0 h anisìthta eÐnai tetrimènh), enÿ φ_F (1) = 1, giatÐ 1 ∈ F kai φ_F (0) = 0, giatÐ 0 /∈ F . Mènei epomènwc na deÐxoume ìti oi isqÔoun oi anisìthtec φ_F (a ∨ b) ≤ φ_F (a) ∨ φ_F (b) kai φ_F (a) ∧ φ_F (b) ≤ φ_F (a ∧ b). XanĹ, sth mh tetrimènh perÐptwsh, èstw ìti φ_F (a ∨ b) = 1. Autì shmaÐnei ìti a ∨ b ∈ F Ĺra a ∈ F ă b ∈ F , opìte

4.1. OMOMORFISMO§I KAI F§ILTRA 71

φ_F (a) ∨ φ_F (b) = 1. EpÐshc, an φ_F (a) ∧ φ_F (b) = 1 tìte φ_F (a) = 1 kai φ_F (b) = 1, Ĺra a ∈ F kai b ∈ F , opìte kai a ∧ b ∈ F . Katalăgoume loipìn ìti φ_F (a ∧ b) = 1.

Profanÿc oi dÔo diadikasÐec eÐnai antÐstrofec h mia sthn Ĺllh, p.q φ_{Fφ} (a) = 1 an kai mìno an a ∈ F_φ an kai mìno an φ(a) = 1, Ĺra φ_{Fφ} = φ.

AnaforikĹ me thn antistoiqÐa anĹmesa sta dedomèna tou (ii) kai tou (iii) arkeÐ na parathrăsoume ìti an to F eÐnai fÐltro tou D me tic idiìthtec tou (ii) tìte to sumplărwmĹ tou D − F eÐnai ideÿdec tou D me tic idiìthtec tou (iii), enÿ, an xekinăsoume me èna ideÿdec pou èqei tic idiìthtec tou (iii), to sumplărwmĹ tou eÐnai èna fÐltro me tic idiìthtec tou (ii). Gia parĹdeigma, èstw ìti a ∈ D − F kai b ∈ D − F . Tìte a ∨ b ∈ D − F (giatÐ, diaforetikĹ, a ∨ b ∈ F , opìte, apì thn idiìthta tou (ii) kat’ anĹgkh a ∈ F ă b ∈ F - Ĺtopo). EpÐshc, èstw ìti a ∧ b ∈ D − F . Tìte a ∈ D − F ă b ∈ D − F , giatÐ an kai ta dÔo a, b ăsan sto F , ja ătan kai to a ∧ b, apì ton orismì tou fÐltrou. KleÐnoume thn apìdeixh me thn paratărhsh ìti, fusikĹ, upĹrqei miĹ èna - proc - èna antistoiqÐa anĹmesa se uposÔnola enìc sunìlou kai ta sumplhrÿmatĹ touc. ■

Skeftìmenoi thn analogÐa twn prĹxewn ∨, ∧ me tic prĹxeic + kai ., antÐstoiqa, thc Ĺlgebrac kaloÔme èna ideÿdec pou plhreÐ th sunjăkh tou (iii), parapĹnw, prÿto. Emmènontac sth orologÐa aută kaloÔme prÿto fÐltro èna fÐltro pou plhreÐ th sunjăkh tou (ii) thc parapĹnw prìtashc.

4.1.2 Prìtash. Estw ìti to A eÐnai plărec epimeristikì diktuwtì. Tìte h antistoiqÐa thc parapĹnw prìtashc anĹmesa sta dedomèna (i) kai (ii) periorÐzetai se mia antistoiqÐa anĹmesa se

(i) OmomorfismoÔc diktuwtÿn φ: A → 2 pou diathroÔn ìla ta suprema kai peperasmèna infima

(ii) Gnăsia fÐltra F tou A pou eÐnai plărwc prÿta, dhladă èqoun thn idiìthta ìti an ⋁ S ∈ F tìte upĹrqei s ∈ S me s ∈ F

(iii) Gnăsia ideÿdh I tou A, ta opoÐa eÐnai prÿta kai kÔria, dhladă eÐnai thc morfăc I =↓(x).

Epiplèon se autăn thn perÐptwsh ta parapĹnw antistoiqoÔn kai sta exăc dedomèna:

(iv) Prÿta stoiqeÐa tou A, dhladă stoiqeÐa x me thn idiìthta a ∧ b ≤ x ⇒ a ≤ x ă b ≤ x

Apìdeixh: AnaforikĹ me thn antistoiqÐa anĹmesa sta dedomèna tou (i) kai tou (ii) arkeÐ na deÐxoume ìti an to fÐltro F eÐnai plărwc prÿto tìte o omomorfismìc φ_F , ìpwc orÐsthke sthn apìdeixh thc parapĹnw prìtashc, diathreÐ ìla ta suprema kai, antistrìfwc, ìti an o omomorfismìc φ diathreÐ ìla ta suprema tìte to fÐltro F_φ pou tou antistoiqeÐ, ìpwc sthn parapĹnw apìdeixh, eÐnai plărwc prÿto. PrĹgmati, an to fÐltro F eÐnai plărwc prÿto tìte φ_F ( ⋁ S) = 1 shmaÐnei ⋁ S ∈ F Ĺra upĹrqei s ∈ S tètoio ÿste s ∈ F . Epetai ìti φ_F (s) = 1, Ĺra kai ⋁ {φ_F (s)| s ∈ S} = 1.

Antistrìfwc, an φ( ⋁ S) = ⋁ {φ(s)| s ∈ S}, gia ènan omomorfismì φ: A → 2 kai gia to fÐltro F_φ èqoume ìti ⋁ S ∈ F_φ, tìte φ( ⋁ S) = ⋁ {φ(s)| s ∈ S} = 1

Ĺra upĹrqei s ∈ S ÿste φ(s) = 1, dhladă s ∈ F .

AnaforikĹ me thn antistoiqÐa anĹmesa sta dedomèna tou (i) kai tou (iii) èqoume ìti to sÔnolo I = {t ∈ A| φ(t) = 0} eÐnai ideÿdec kai eÐnai thc morfăc I =↓ (x), ìpou x = ⋁ {t ∈ X| φ(t) = 0}. EÐnai profanèc ìti t ∈ I an kai mìno an t ≤ ⋁ {t ∈ X| φ(t) = 0}. PrĹgmati, an isqÔei h teleutaÐa sunjăkh tìte efarmìzontac thn φ sthn anisìthta ja pĹroume φ(t) = 0, Ĺra t ∈ I = {t ∈ X| φ(t) = 0}, enÿ an kĹti anăkei sto ideÿdec I tìte èqei φ(t) = 0, Ĺra ikanopoieÐ thn anisìthta. AntÐstrofa, an I =↓ (x) eÐnai èna prÿto ideÿdec tìte to stoiqeÐo x eÐnai profanÿc prÿto, me thn ènnoia thc sunjăkhc (iv). An orÐsoume th sunĹrthsh φ_x: A → 2 me

φ_x(t) = { 1, t ≰ x 0, t ≤ x

(4.2)

eÔkola diapistÿnoume ìti diathreÐ ìla ta suprema. To gegonìc ìti diathreÐ peperasmèna infima antistoiqeÐ sto ìti an

φ_x(t) ∧ φ_x(s) = 1 tìte φ_x(t) = 1 kai φ_x(s) = 1, opìte t ≰ x kai s ≰ x, Ĺra kat’ anĹgkh φ_x(t ∧ s) = 1, giatÐ diaforetikĹ ja ătan t ∧ s ≤ x, prĹgma Ĺtopo.

Tèloc h antistoiqÐa anĹmesa sta dedomèna tou (iv) kai tou (iii) eÐnai profanăc. ■

Eidikÿtera, gia thn perÐptwsh pou to plărec epimeristikì diktuwtì eÐnai thc morfăc A = Idl(D), gia kĹpoio èpimeristikì diktuwtì D, èqoume

4.1.3 Pìrisma. Estw ìti to A = Idl(D) eÐnai èna sunoqikì plaÐsio. Tìte sta dedomèna thc parapĹnw prìtashc antistoiqoÔn epÐshc

(v) Prÿta ideÿdh tou D.

4.2. TO S§UNOLO TWN SHME§IWN WC TOPOLOGIK§OC Q§WROC 73

Apìdeixh: BĹsh thc parapĹnw prìtashc, arkeÐ na deÐxoume ìti ta prÿta stoiqeÐa tou sunìlou twn idewdÿn eÐnai to Ðdio prĹgma me ta prÿta ideÿdh tou epimeristikoÔ diktuwtoÔ (opìte apofeÔgetai kai h sÔgkroush sthn orologÐa pou èqoume uiojetăsei). PrĹgmati, èstw ìti to I eÐnai èna prÿto stoiqeÐo tou Idl(D), ikanopoieÐ dhladă thn idiìthta

J ∩ K ⊆ I èpetai J ⊆ I ă K ⊆ I

Tìte eÐnai kai prÿto ideÿdec, giatÐ an b ∧ c ∈ I, isodÔnama an ↓(b)∩ ↓(c) ⊆ I, opìte ↓(b) ⊆ I ă ↓(c) ⊆ I. Ara b ∈ I ă c ∈ I.

AntÐstrofa, an to I eÐnai prÿto ideÿdec kai J ∩ K ⊆ I, ac upojèsoume ìti J ⊈ I (opìte upĹrqei j ∈ J me j /∈ K). Ja deÐxoume ìti K ⊆ I. Estw loipìn ìti k ∈ K. Tìte to j ∧k ∈ J ∩K (giatÐ j ∧k ≤ j ∈ J, j ∧k ≤ k ∈ K). Epetai ìti j ∧ k ∈ I. Ara, anagkastikĹ, k ∈ I. ■

Dojèntoc enìc plărouc epimeristikoÔ diktuwtoÔ A ac anaferìmaste sto sÔnolo twn apeikonÐsewn A → 2 pou diathroÔn ìla ta suprema kai peperasmèna infima wc to sÔnolo twn shmeÐwn tou A kai ac to sumbolÐzoume me pts(A).

4.2 To sÔnolo twn shmeÐwn wc topologikìc qÿroc

EÐdame wc edÿ ti eÐdouc ontìthtec prèpei na paÐxoun to rìlo twn shmeÐwn enìc topologikoÔ qÿrou, prokeimènou na anaparastăsoume to dojèn plărec diktuwtì A wc th sullogă twn anoiktÿn uposunìlwn tou qÿrou autoÔ. Prèpei sth sunèqeia na prosdiorÐsoume, pĹli me touc ìrouc tou diktuwtoÔ A, mia topologÐa pĹnw sto sÔnolo pts(A) kai sth sunèqeia na th sugkrÐnoume, wc diktuwtì, me to dojèn A. Se autăn thn kateÔjunsh èqoume ta exăc:

4.2.1 Prìtash. H apeikìnish φ: A → P (ptsA), proc to dunamosÔnolo tou sunìlou twn shmeÐwn tou A pou orÐzetai

φ(a) = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1}

diathreÐ ìla ta suprema kai ta peperasmèna infima tou A.

Apìdeixh: Gia ta peperasmèna infima èqoume φ(1) = {p ∈ pts(A) | p(1) = 1} = pts(A) kai φ(a ∧ b) = {p ∈ pts(A) | p(a ∧ b) = 1} = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1 & p(b) = 1} = {p ∈ pts(A) | p(a) ∧ p(b) = 1} = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1} ∩ {p ∈ pts(A) | p(b) = 1} = φ(a) ∩ φ(b),

enÿ gia th diatărhsh twn suprema:

φ( ⋁ S) = {p ∈ pts(A) | p( ⋁ S) = 1} = {p ∈ pts(A) | ⋁ s∈S p(s) = 1}

= {p ∈ pts(A) | ∃s ∈ S p(s) = 1} = ⋃ s∈S {p ∈ pts(A) | p(s) = 1} = ⋃ {φ(s)| s ∈ S} ■

4.2.2 Pìrisma. H eikìna thc sunĹrthshc φ thc parapĹnw prìtashc orÐzei mia topologÐa pĹnw sto sÔnolo twn shmeÐwn tou A (dhladă mia sullogă uposunìlwn tou sunìlou twn shmeÐwn pou eÐnai kleistă wc proc ìlec tic enÿseic kai tic peperasmènec tomèc)

Apìdeixh: An {U_i | i ∈ I} eÐnai mia oikogèneia uposunìlwn sthn eikìna thc φ (dhladă U_i = φ(a_i), gia kĹpoio a_i ∈ A) tìte ⋃ i∈I U_i = ⋃ i∈I φ(a_i) = φ( ⋁ i∈I a_i),

dhladă h ènwsh twn U_i eÐnai epÐshc sthn eikìna thc φ. OmoÐwc kai gia thn tomă. ■

An sumbolÐsoume me O(ptsA) th sullogă twn anoiktÿn uposunìlwn tou sunìlou twn shmeÐwn, ìpwc mìlic thn prosdiorÐsame, èqoume mÐa apeikìnish plărwn epimeristikÿn diktuwtÿn φ: A → O(ptsA), opoÐa eÐnai epÐ. GÐnetai tÿra fanerì ìti, an h apeikìnish φ anaklĹ th diĹtaxh, èqoume ènan isomorfismì anĹmesa sta diktuwtĹ A kai O(ptsA), ìpwc epijumoÔsame. Ac analÔsoume, loipìn, ti shmaÐnei ìti h apeikìnish φ anaklĹ th diĹtaxh. Jèloume, an eÐnai φ(a) ⊆ φ(b), na eÐnai kai a ≤ b. Autì eÐnai isodÔnamo me th sunjăkh:

∀p (p(a) = 1 ⇒ p(b) = 1) ⇒ a ≤ b, opìte mèsw tou antijetoantÐstrofou katalăgoume

(a ≦̸ b ⇒ (∃p ∈ pts(A))(p(a) = 1 & p(b) = 0)). Katalăgoume loipìn sth sunjăkh

∀a ∈ A ∀b ∈ A (a ≦̸ b ⇒ (∃p ∈ pts(A))(p(a) = 1 & p(b) = 0))

Sthn perÐptwsh pou ikanopoieÐtai lème ìti to plărwc epimeristikì diktuwtì A èqei arketĹ shmeÐa.

4.2.3 Prìtash. Estw ìti to plărwc epimeristikì diktuwtì A èqei arketĹ shmeÐa kai f: B → A mia apeikìnish pou anaklĹ th diĹtaxh. Tìte kai to B èqei arketĹ shmeÐa.

Apìdeixh Estw ìti u, v eÐnai dÔo stoiqeÐa tou B me u ≰ v. AfoÔ h f anaklĹ th diĹtaxh eÐnai f(u) ≰ f(v) sto A. To A èqei arketĹ shmeÐa, opìte upĹrqei p: A → 2 ÿste p(f(u)) = 1 kai p(f(v)) = 0. H sÔnjesh p ∘ f: B → 2 eÐnai èna shmeÐo tou B, ìpote prokÔptei to zhtoÔmeno. ■

Paratărhsh H parapĹnw aplă prìtash, se sunduasmì me ta apotelèsmata thc epìmenhc enìthtac mac exasfalÐzei thn Ôparxh arketÿn shmeÐwn gia mÐa eureÐa klĹsh apì plărwc epimeristikĹ diktuwtĹ.

4.3 Duðsmìc Stone gia epimeristikĹ diktuwtĹ

Mac endiafèrei edÿ na deÐxoume ìti ta sunoqikĹ plaÐsia, dhladă ta plărwc epimeristikĹ diktuwtĹ thc morfăc Idl(D), ìpou D eÐnai èna epimeristikì diktuwtì, èqoun arketĹ shmeÐa. Ja apodeÐxoume dhladă to

4.3.1 Jeÿrhma. KĹje plărwc epimeristikì diktuwtì thc morfăc Idl(D) èqei arketĹ shmeÐa.

Apìdeixh: XekinĹme me thn paradoqă ìti I, J eÐnai dÔo ideÿdh tou D, tètoia ÿste J ⊈ I. Jèloume na broÔme p: Idl(D) → 2 tètoia ÿste p(J) = 1, p(I) = 0. Ja axiopoiăsoume thn anĹlush thc prÿthc enìthtac gia na aplopoiăsoume to pragmatikì zhtoÔmeno kai ja katalăxoume mèsa apì kĹpoia lămmata.

Kat’ arqăn, ìpwc eÐdame sthn Prìtash 4.1.2 kai to Pìrisma 4.1.3 h Ôparxh enìc p: Idl(D) → 2 me tic parapĹnw idiìthtec isodunameÐ me thn Ôparxh enìc prÿtou ideÿdouc P me tic idiìthtec P ⊉ J kai P ⊇ I. Oi dÔo teleutaÐec idiìthtec pou zhtĹme na ikanopoieÐ to prÿto ideÿdec P exhgoÔntai apì to ìti o omomorfismìc plaisÐwn φ_P : Idl(D) → 2 pou prosdiorÐzei to P ja èqei φ_P (J) = 1 an P ⊉ J kai φ_P (I) = 0 an P ⊇ I, ìpwc eÐdame sthn apìdeixh thc Prìtashc 4.1.2. Epiplèon, èqoume to dedomèno ìti J ⊈ I, Ĺra upĹrqei a ∈ J me a /∈ I. An loipìn mporoÔme na broÔme èna prÿto ideÿdec P ⊇ I tètoio ÿste, gia to dedomèno a, a /∈ P , tìte xèroume ìti J ⊈ P (giatÐ diaforetikĹ ja ătan a ∈ P ).

Sth sunèqeia ja kĹnoume mia efarmogă tou lămmatoc tou Zorn, pou ìpwc kai sthn perÐptwsh thc JewrÐac twn DaktulÐwn eÐnai o monadikìc mhqanismìc pou diajètoume gia na parĹgoume prÿta ideÿdh. Gia thn akrÐbeia to lămma autì, to opoÐo eÐnai logikĹ isodÔnamo me to axÐwma thc epilogăc sth JewrÐa Sunìlwn mac efodiĹzei me megistikĹ (maximal) stoiqeÐa se diĹfora diatetagmèna sÔnola. Edÿ ja prosdiorÐsoume prosektikĹ èna tètoio diatetagmèno sÔnolo idewdÿn, ÿste èna megistikì stoiqeÐo gia autì na èinai to zhtoÔmeno prÿto ideÿdec. JumÐzoume, prÿta ap•ìla to perieqìmeno tou lămmatoc tou Zorn:

4.3.2 Lămma. Estw èna diatetagmèno sÔnolo, sto opoÐo kĹje kateujunìmeno uposÔnolì tou èqei supremum. Tìte upĹrqei se autì to sÔnolo èna megistikì stoiqeÐo, dhladă èna stoiqeÐo pou ta mìna stoiqeÐo pou eÐnai megalÔtero ă Ðso apì autì eÐnai o eautìc tou.

4.3.3 Lămma. Estw to sÔnolo twn idewdÿn pou perièqoun to I wc uposÔnolo kai èqoun kenă tomă me to fÐltro ↑ (a). Tìte to sÔnolo autÿn twn idewdÿn plhreÐ thn upìjesh tou lămmatoc tou Zorn (Ĺra èqei megistikì stoiqeÐo).

Apìdeixh: Estw ìti {K_l| l ∈ L} eÐnai èna sÔnolo idewdÿn, ta opoÐa perièqoun to ideÿdec I kai èqoun kenă tomă me to fÐltro ↑(a). Tìte to supremum touc sto sÔnolo twn idewdÿn eÐnai to ideÿdec ⋃ l K_l, to opoÐo afenìc men perièqei to I, afetaÐrou de den tèmnei to ↑ (a). GiatÐ an sunèbaine h tomă ⋃ l K_l∩ ↑ (a) na eÐnai mh kenă tìte ja ătan a ∈ ⋃ l K_l, Ĺra kai K_l∩ ↑ (a) ≠ ∅, gia kĹpoio l ∈ L, prĹgma Ĺtopo. EÐnai profanèc ìti to ⋃ l K_l eÐnai to supremum kai mèsa sto periorismèno sÔnolo idewdÿn thc upìjeshc. ■

To lămma tou Zorn mac exasfalÐzei thn Ôparxh enìc ideÿdouc pou eÐnai megistikì anĹmesa se autĹ pou perièqoun to I wc uposÔnolo kai èqoun kenă tomă me to fÐltro ↑(a). Tìte èqoume

4.3.4 Lămma. Estw ìti to ideÿdec J eÐnai megistikì metaxÔ autÿn pou perièqoun to I wc uposÔnolo kai èqoun kenă tomă me to fÐltro ↑ (a). Tìte to ideÿdec J eÐnai prÿto.

Apìdeixh: Estw loipìn ìti b∧c ∈ J. JewroÔme ta ideÿdh J_1 = J∨ ↓(b) kai J_2 = J∨ ↓ (c). Ja deÐxoume ìti de mporeÐ na isqÔei tautìqrona J_1∧ ↑ (a) ≠ ∅ kai J_2∧ ↑(a) ≠ ∅. PrĹgmati, an autĹ sunèbainan tautìqrona ja eÐqame ìti to a ≤ j_1 ∨ b, gia kĹpoio j_1 ∈ J kajÿc kai a ≤ j_2 ∨ c, gia kĹpoio j_2 ∈ J, opìte

a ≤ (j_1 ∨ b) ∧ (j_2 ∨ c) = (j_1 ∧ j_2) ∨ (j_1 ∧ c) ∨ (j_2 ∧ c) ∨ (j_2 ∧ b)

Autì ja sămaine ìti a ∈ J (Ĺtopo).

Ara gia kĹpoio apì ta J_1, J_2 èqoume ìti den tèmnei to ↑ (a) . Ac upojèsoume ìti autì sumbaÐnei gia to J_1. Tìte J_1 = J ă J_1 = D. Sthn prÿth perÐptwsh èqoume ìti J = J∨ ↓(b), Ĺra ↓(b) ⊆ J, opìte b ∈ J. Sthn deÔterh perÐptwsh 1 ∈ J_1, dhladă 1 = j ∨ b, gia kĹpoio j ∈ J. Eqoume tìte ìti

c = c ∧ (j ∨ b) = (j ∧ c) ∨ (b ∧ c)

ap’ ìpou èpetai ìti c ∈ J, dedomènou ìti j ∧ c ≤ j ∈ J kai b ∧ c ∈ J. ■

Eqoume epomènwc oloklhrÿsei thn apìdeixh tou Jewrămatoc. ■

4.3.5 Pìrisma. (Duðsmìc tou Stone gia epimeristikĹ diktuwtĹ) KĹje epimeristikì diktuwtì eÐnai isìmorfo me to diktuwtì twn sumpagÿn anoiktÿn uposunìlwn enìc topologikoÔ qÿrou

Apìdeixh: Eqoume ìti

Idl(D) ∼= O(pts(Idl(D))),

gia kĹje epimeristikì diktuwtì D. Omwc ta sumpagă anoiktĹ uposÔnola tou topologikoÔ qÿrou pts(Idl(D)) eÐnai, ìpwc èqoume analÔsei sta paradeÐgmata tou deÔterou kefalaÐou, akribÿc ta peperasmèna stoiqeÐa tou sunoqikoÔ plaisÐou Idl(D). EpÐshc, ìpwc deÐxame sthn enìthta 2.3 tou deÔterou kefalaÐou, ta peperasmèna stoiqeÐa enìc algebrikoÔ diktuwtoÔ thc morfăc Idl(D) eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa me ta stoiqeÐa tou D. Etsi prokÔptei to zhtoÔmeno. ■

4.4 Sumpagèc kai plhrìthta ston Protasiakì Logismì

To jeÿrhma sumpagìthtac tou ProtasiakoÔ LogismoÔ Ac jumhjoÔme thn kataskeuă thc Ĺlgebrac Boole twn Lindembaum - Tarski B, dhladă thn Ĺlebra twn klĹsewn isodunamÐac protĹsewn wc proc th sqèsh

σ ≡ τ an kai mìno an ⊢ σ ↔ τ

Ac jumhjoÔme epÐshc thn ènnoia tou ikanopoiăsimou sunìlou protĹsewn: Ena sÔnolo protĹsewn Σ lègetai ikanopoiăsimo an upĹrqei mia ektÐmhsh alăjeiac v: Π → {0, 1}, apì to sÔnolo twn protĹsewn sthn Ĺlgebra Boole 2 = {0, 1}, ètsi ÿste gia ìlec tic protĹseic σ ∈ Σ na eÐnai v(σ) = 1. Omwc, ìpwc exhgoÔme sto [?], mia ektÐmhsh alăjeiac eÐnai sumbibastă me th sqèsh isodunamÐac, parapĹnw, Ĺra periorÐzetai s’ ènan omomorfismì algebrÿn Boole

v: B → 2,

ènw kai kĹje tètoioc omomorfismìc dÐnei mia ektÐmhsh alăjeiac, ètsi ÿste oi dÔo diadikasÐec na eÐnai se èna proc èna antistoiqÐa. Sth bĹsh ìlhc thc suzăthshc pou èqei prohghjeÐ se autì to kefĹlaio mporoÔme na poÔme ìti upĹrqei mÐa èna proc èna antistoiqÐa anĹmesa se ektimăseic alăjeiac twn protĹsewn tou protasiakoÔ logismoÔ kai "shmeÐafl tou plărouc epimeristikoÔ diktuwtoÔ Idl(B). Prokeimènou gia tètoiou eÐdouc sunoqikĹ plaÐsia (ideÿdh pĹnw se Ĺlgerec Boole) èqoume:

4.4.1 Lămma. Ta sÔnola φ(a) = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1} kai φ(¬a) = {p ∈ pts(A) | p(¬a) = 1} eÐnai sumplhrwmatikĹ.

Apìdeixh: PrĹgmati, jètontac A = Idl(B), èqoume

φ(a) ∩ φ(¬a) = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1} ∩ {p ∈ pts(A) | p(¬a) = 1} = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1 & p(a) = 1} = ∅

4.4. SUMPAG§EC KAI PLHR§OTHTA STON PROTASIAK§O LOGISM§O79

enÿ parĹllhla

φ(a) ∪ φ(¬a) = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1} ∪ {p ∈ pts(A) | p(¬a) = 1} = {p ∈ pts(A) | p(a) = 1 eÐte p(a) = 1} = pts(A)

■ Ac epistrèyoume tÿra ston Protasiakì Logismì kai ac kĹnoume thn paradoqă ìti Σ eÐnai èna sÔnolo protĹsewn me thn idiìthta ìti kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai ikanopoiăsimo. Autì shmaÐnei, me ìrouc Ĺlgebrac Boole, ìti, gia kĹje peperasmèno sÔnolo protĹsewn {σ_1, ..., σ_n} ⊆ Σ èqoume n⋂ i=1 φ([σ_i]) = n⋂ i=1 {p ∈ pts(A) | p([σ_i]) = 1} ≠ ∅

Isqurizìmaste ìti tìte eÐnai epÐshc kai ⋂ σ∈Σ φ([σ_i]) = ⋂ σ∈Σ {p ∈ pts(A) | p([σ_i]) = 1} ≠ ∅

Me Ĺlla lìgia isqurizìmaste ìti to sÔnolo Σ eÐnai epÐshc ikanopoiăsimo. Autì eÐnai to perieqìmeno tou parakĹtw jewrămatoc:

4.4.2 Jeÿrhma. (Jeÿrhma Sumpagìthtac tou ProtasiakoÔ LogismoÔ) Estw ìti Σ eÐnai èna sÔnolo protĹsewn me thn idiìthta ìti kĹje peperasmèno uposÔnolì tou eÐnai ikanopoiăsimo. Tìte to sÔnolo Σ eÐnai epÐshc ikanopoiăsimo.

Apìdeixh: Eqoume dei ìti h upìjesh isodunameÐ me to gegonìc ìti n⋂ i=1 φ([σ_i]) ≠ ∅.

An to sumpèrasma den Ðsque ja sămaine ìti ⋂ σ∈Σ φ([σ_i]) = ∅. IsodÔnama, ìti ⋃ σ∈Σ φ([¬σ_i]) = pts(A) (*).

Omwc to sÔnolo twn shmeÐwn eÐnai, ìpwc exhgăsame nwrÐtera se autì to kefĹlaio, efodiasmèno katĹ fusikì trìpo me th domă enìc topologikoÔ qÿrou. Sugkekrimèna ta anoiktĹ uposÔnolĹ tou eÐnai akribÿc autĹ thc morfăc φ([σ]), gia kĹpoia prìtash σ. Epiplèon, wc pìrisma tou Jewrămatoc perÐ Ôparxhc arketÿn shmeÐwn gia ta sunoqikĹ plaÐsia, èqoume ìti

Idl(B) ∼= O(pts(Idl(B))).

Omwc to Idl(B), wc sunoqikì plaÐsio èqei to korufaÐo tou stoiqeÐo peperasmèno. Autì shmaÐnei, ìpwc èqoume epishmĹnei ìti wc topologikìc qÿroc o pts(Idl(B))) eÐnai sumpagăc. Autì akribÿc axiopoioÔme gia na teleiÿsoume thn apìdeixh tou jewrămatoc (apì edÿ Ĺllwste prokÔptei kai to ìnoma tou): Lìgw thc sumpagìthtac h upìjesh (*) pou kĹname parapĹnw dÐnei ìti gia èna peperasmèno plăjoc protĹsewn σ_1, ..., σ_n ja èqoume ìti n⋃ i φ([¬σ_i]) = pts(A)

IsodÔnama ìti gia èna peperasmèno plăjoc protĹsewn σ_1, ..., σ_n ja èqoume n⋂ i φ([σ_i]) = ∅,

prĹgma Ĺtopo. ■

To jeÿrhma plhrìthtac tou ProtasiakoÔ LogismoÔ Ston protasiakì logismì apantÿntai dÔo ènnoiec alăjeiac gia tic protĹseic. H mÐa èqei na kĹnei me to an mia prìtash eÐnai apodeÐximh sta plaÐsia enìc tupikoÔ apodeiktikoÔ sustămatoc. JewroÔme dhladă èna sqetikĹ mikrì sÔnolo protĹsewn pou jewroÔme logikĹ alhjeÐc (logikĹ axiÿmata) kai sth sunèqeia parĹgoume tic upìloipec logikĹ alhjeÐc protĹseic mèsw tou kanìna exagwgăc sumperasmĹtwn, gnwstoÔ me to ìnoma modus ponens. Dhladă, apì tic σ, σ → τ sumperaÐnoume thn τ. Wc axiÿmata paÐrnei sunăjwc kaneÐc èna peperasmèno sÔnolo "axiwmatikÿn sqhmĹtwn", dhladă prosdiorÐzei ìti èna peperasmèno sÔnolo protĹsewn thc "tĹde kai tĹde morfăcfl eÐnai logikĹ axiÿmata. EÐnai èna sÔsthma pou mac epitrèpei na parĹgoume me ènan trìpo sqedìn mhqanikì (ă èstw "mhqanopoiăsimo") tic logikèc alăjeiec. Aută eÐnai h suntaktikă ènnoia thc alăjeiac. Apì thn Ĺllh pleurĹ upĹrqei h shmasiologikă ènnoia thc alăjeiac, h opoÐa eÐnai piì eÔlhpth: Oi logikèc alăjeiec eÐnai oi tautologÐec. Autèc dhladă pou kajÐstantai alhjeÐc apì opoiadăpote ektÐmhsh alăjeiac, ă alliÿc opoiadăpote timă alăjeiac ki an dÿsoume sta basikĹ sustatikĹ touc (tic protasiakèc metablhtèc). Opoio sÔnolo protĹsewn ki an jewrăsoume san bĹsh gia thn prÿth prosèggish (dhladă wc logikĹ axiÿmata) eÐnai eÔkolo na diapistÿsoume ìti oi tupikĹ apodeÐximec protĹseic eÐnai kai tautologÐec. To perieqìmeno ìmwc tou Jewrămatoc Plhrìthtac gia ton

4.4. SUMPAG§EC KAI PLHR§OTHTA STON PROTASIAK§O LOGISM§O81

Protasiakì Logismì eÐnai akriÿc ìti autèc oi dÔo klĹseic protĹsewn tautÐzontai. Dhladă mporoÔme na broÔme èna sÔnolo logikÿn axiwmĹtwn pou h opoiadăpote tautologÐa na paÐrnetai wc logikă sunèpeia autoÔ tou sunìlou. Sunăjwc sth bibliografÐa thc Majhmatikăc Logikăc emfanÐzontai idiaÐtera oikonomikĹ tètoia sqămata (perièqoun polÔ lÐga axiwmatikĹ sqămata) allĹ den perièqoun ta plèon profană axiÿmata, enÿ suqnĹ h paragwgă sto plaÐsio autÿn twn susthmĹtwn akìma kai twn profanèsterwn tautologiÿn eÐnai mia arketĹ epÐponh upìjesh. EÐnai eÔlogo na jewrăsoume kĹpwc eurÔtera tètoia sÔnola (pĹnta ìmwc peperasmèna), tìso eurèa pou na mporoÔme eÔkola na sumperĹnoume ìti h Ĺlebra twn klĹsewn isodunamÐac protĹsewn wc proc th sqèsh

σ ≡ τ an kai mìno an ⊢ σ ↔ τ,

pou eÐdame parapĹnw eÐnai Ĺlgebra Boole. Etsi, gia parĹdeigma ja mporoÔsame na sumperilĹboume sta axiwmatikĹ mac sqămata ta akìlouja:

σ∧σ → σ σ∧τ → σ, σ∧τ → τ∧σ, σ → σ∨τ, τ∨σ → σ∨τ, ¬¬σ ↔ σ,

kai loipĹ. Dojèntoc loipìn ìti h Ĺlgebra twn protĹsewn wc proc thn parapĹnw sqèsh isodunamÐac apoteleÐ Ĺlgebra Boole B, sthn opoÐa oi apodeÐximec protĹseic eÐnai autèc oi σ gia tic opoÐec [σ] = 1, to zăthma thc plhrìthtac anĹgetai sto exăc algebrikì prìblhma: Otan mac dÐnetai mia prìtash σ, gia thn opoÐa xèroume ìti, gia kĹje omomorfismì algebrÿn Boole v: B → 2, eÐnai v([σ]) = 1, na apodeÐxoume ìti [σ] = 1. IsodÔnama, jèloume to exăc: Otan mac dÐnetai mia prìtash σ, gia thn opoÐa xèroume ìti [σ] ≠ 1, na mporoÔme na broÔme omomorfismì algebrÿn Boole v: B → 2, ÿste na eÐnai v([σ]) = 0. H suzăthsh loipìn aută mac fèrnei sto plaÐsio thc anĹlushc twn enotătwn 1 kai 3 tou parìntoc kefalaÐou. Jèloume, dojèntoc enìc stoiqeÐou b ≠ 1 miac Ĺlgebrac Boole na broÔme èna (gnăsio) prÿto ideÿdec I me b ∈ I. Sto shmeÐo autì ja mporoÔsame na kĹnoume mia akìma ap’ eujeÐac efarmogă tou lămmatoc tou Zorn ă, gia oikonomÐa, na qrhsimopoiăsoume èna apì ta wc tÿra apotelèsmatĹ mac, ìpwc to Lămma 4.3.4. PrĹgmati, apì to proanaferjèn Lămma, upĹrqei ideÿdec prÿto ideÿdec I pou perièqei to ↓(b) kai to opoÐo èqei kenă tomă me to (tetrimmèno) fÐltro ↑(1). Autì apodeiknÔei kai to zhtoÔmeno.

Ac shmeiÿsoume edÿ ìti to h Ôparxh arketÿn shmeÐwn gia èna plărwc epimeristikì diktuwtì A èqei pĹnta to qaraktăra enìc jewrămatoc plhrìthtoc gia kĹpoio logikì sÔsthma. Me autì ennooÔme to exăc: MporoÔme na jewroÔme sustămata tou protasiakoÔ logismoÔ ìpou epitrèpoume thn Ôparxh diazeÔxewn ìqi aplÿc peperasmènou măkouc allĹ pou parametrikopoioÔntai apì kĹpoia endeqomènwc Ĺpeira sÔnola (fantasteÐte, gia parĹdeigma, th diĹzeuxh twn protĹsewn ⋁ n∈N 1 + 1 + ... + 1 n = 0 pou mporeÐ na mac lène ìti èna sÿma èqei qarakthristikă diaforetikă apì to 0). An ermhneÔsoume thn anisìthta tou diktuwtoÔ wc sqèsh logikăc sunepagwgăc (dhladă a ≤ b shmaÐnei a → b = 1) tìte mporoÔme na jèsoume to erÿthma thc prohgoÔmenhc paragrĹfou, dhladă dojèntoc enìc stoiqeÐou b ≠ 1 mporoÔme na broÔme v: A → 2 me v(b) = 0? An to diktuwtì pou exetĹzoume èqei arketĹ shmeÐa h apĹnthsh paÐrnetai automĹtwc: Einai 1 ≰ b, Ĺra upĹrqei v: A → 2 me v(b) = 0 (kai v(1) = 1).

Topikÿc sumpagă plaÐsia KleÐnoume suzhtÿntac mia Ĺllh qarakthristikă perÐptwsh plaisÐwn pou èqoun arketĹ shmeÐa. Epanafèroume edÿ sth suzăthsă mac tic prosarhmènec apeikonÐseic tou prohgoÔmenou kefalaÐou.

Estw loipìn èna plaÐsio A. BlèpontĹc to wc epimeristikì diktuwtì mporoÔme na jewrăsoume to sÔnolo twn idewdÿn pĹne se autì Idl(A). Autì to teleutaÐo èqei arketĹ shmeÐa. Epiplèon gnwrÐzoume ìti upĹrqei èna zeÔgoc prosarthmènwn apeikonÐsewn

↓(−): A ⇄ Idl(A): ⋁ pou apeikonÐzei èna stoiqeÐo tou A sto kĹtw tmăma tou kai, apì thn Ĺllh pleurĹ, èna ideÿdec tou A sto supremum tou mèsa sto A. H apeikìnish ↓(−) eÐnai èna proc èna kai epiplèon èqoume ìti ⋁ ↓(a) = a, gia kĹje a ∈ A.

Ac kĹnoume tÿra thn upìjesh ìti h apeikìnish ⋁ : Idl(A) → A èqei peraitèrw aristerĹ prosarthmènh apeikìnish l: A → Idl(A) (l ⊣ ⋁ ). Epetai ìti h l anaklĹ th diĹtaxh:

l(a) ≤ l(a^′) ⇒ l(a) ≤ l ⋁ ↓(a^′)

(l ∘ ⋁ ≤ id) ⇒ l(a) ≤↓(a^′)

= a ≤ ⋁ ↓(a^′) = a^′

An tÿra kĹnoume thn epiplèon upìjesh ìti h l diathreÐ peperasmèna infima mporoÔme na efarmìsoume thn Prìtash 4.2.3 kai na sumperĹnoume ìti to A èqei arketĹ shmeÐa.

4.5. ASK§HSEIC 83

Poiì eÐnai to nìhma twn upojèsewn pou kĹname edÿ gia thn Ôparxh kai tic idiìthtec thc l? PlaÐsia A pou èqoun autăn thn idiìthta emfanÐzontai me polÔ megĹlh suqnìthta. Sugkekrimèna tètoia eÐnai ta plaÐsia twn anoiktÿn uposunìlwn merikÿn apì touc plèon suqnĹ emfanizìmenouc kai qrăsimouc topologikoÔc qÿrouc, ìpwc eÐnai oi sumpageÐc qÿroi Hausdorff kai ta "pedÐafl Scott efodiasmèna me thn omÿnumh topologÐa, ta opoÐa paÐzoun kajoristikì rìlo sth shmasiologÐa twn glwssÿn programmatismoÔ.

4.5 Askăseic

1. Estw A èna plaÐsio. DeÐxte ìti upĹrqei èna proc èna antistoiqÐa anĹmesa se sunartăseic f: A → 2 pou diathroÔn peperasmèna infima kai kateujunìmena suprema kai fÐltra F me thn idiìthta ìti an S eÐnai kateujunìmeno kai ⋁ S ∈ F tìte upĹrqei s ∈ S me s ∈ F .

2. Ena stoiqeÐo a miac Ĺlgebrac Boole lègetai Ĺtomo an x ≤ a èpetai x = 0 ă x = a. DeÐxte ìti se mÐa plărh Ĺlgebra Boole èna stoiqeÐo eÐnai prÿto an kai mìno an to sumplărwmĹ tou eÐnai Ĺtomo. Epomènwc, deÐxte ìti upĹrqei mÐa èna proc èna antistoiqÐa anĹmesa sta sta shmeÐa mÐac plărouc Ĺlgebrac Boole kai sta Ĺtoma autăc.

3. DeÐxte ìti èna plaÐsio èqei arketĹ shmeÐa an kai mìno an kĹje stoiqeÐo tou mporeÐ na grafeÐ wc infimum prÿtwn stoiqeÐwn.

4. Estw ìti A kai B eÐnai plaÐsia me arketĹ shmeÐa kai f^∗ ⊣ f_∗: A → B èna zeugĹri prosarthmènwn apeikonÐsewn anĹmesĹ touc. DeÐxte ìti h f^∗ diathreÐ peperasmèna infima an kai mìno an h f_∗ diathreÐ prÿta stoiqeÐa.

5. DeÐxte ìti to sÔnolo twn shmeÐwn enìc plaisÐou (me thn katĹ shmeÐo diĹtaxh, an blèpoume ta shmeÐa wc sunartăseic) èqei suprema giĹ ìla ta kateujunìmena uposÔnolĹ tou.

6. (DÔskolh!) Qrhsimopoiÿntac ta diĹfora lămmata tou kefalaÐou autoÔ perÐ upĹrxewc maximal fÐltrwn, deÐxte ìti èna mh tetrimmèno (dhladă 0 ≠ 1) sumpagèc plaÐsio èqei toulĹqiston èna shmeÐo.

84 KEF§ALAIO 4. SHME§IA KAI PLHR§OTHTA

BibliografÐa

[1] R. Balbes and P. Dwinger, Distributive Lattices, University of Missuri Press, 1974 [2] G. Birkhoff, Lattice Theory, AMS Colloquia Publications, Vol. 25, Providence, 1948 [3] B. Davey and H. A. Priestley, Introduction to Lattices and Order, Cambridge University Press, 1990 [4] K. Drìsou, E. PapadopetrĹkh, StoiqeÐa Majhmatikăc Logikăc, Ekdìseic PanepisthmÐou Patrÿn, 1999 [5] P. T. Johnstone, Stone Spaces, Cambridge University Press, 1982 [6] K. KĹlfa, Axiwmatikă JewrÐa Sunìlwn, Ekdìseic Zăth, JessalonÐkh 1990 [7] N. KeqagiopoÔlou, StoiqeÐa JewrÐac Sundèsmwn, Ajăna 1985 [8] G. N. MosqobĹkhc, Shmeiÿseic sth SunolojewrÐa, Ekdìseic Nefèlh, Ajăna 1993 [9] Q. Qartÿnac, Basikă Logikă, Ekdìseic Zăth, JessalonÐkh 2000.